VITTORIO EM. Ili 




BIBLIOTECA 








ULaMisa ta 

X» I 

% 

MECCANICA 




e. S. 




Digitìzed by Google 




©Untanti 

• • 

o i 





dell’ abbate 



RENI IG IO mi GROSSO 

9 

PROFESSORE DI NAVIGAZIONE NELLA SCUOLA DEGLI 
ALUNNI MARINARI IN NAPOLI , SOCIO ORDINARIO 
DELL* ACCADEMIA PONTANIANA , E CORRISPONDENTE 
DELLA REAL ACCADEMIA DELLE SCIENZE E DEL 
REAL INSTITUTO d’ INCORAGGIAMENTO. 




9TAPOLI 

STABILIMENTO TIPOGRAFICO DEI, TASSO 
Strada mezzocannone n. 7 5 



1950 



Digitized by Google 





t 



ELEMENTI DI MECCANICA 



PRELIMINARI 



I corpi sono por loro natura indifferenti al moto ed 
alla quiete , vale a dire sono condizionali per modo che 
non possono nè mettersi in movimento da se stessi , nè 
arrestarsi quando sono stati posti in moto, nè finalmente 
alterare il proprio movimento in guisa alcuna. Questa qualità 
comune a tutti i corpi dicesi inerzia. 

Le cagioni che producono , aumentano , diminuiscono, 
distruggono il moto ne’ corpi , si dicono forze. La dire- 
zione di una forza è la linea retta , secondo la quale 
si muove o tende a muoversi il punto del corpo , cui la 
forza è stata applicata. 

Quando molte forze operano su di un punto contrarian- 
dosi di tal maniera , che non gl’ imprimono alcun mo- 
vimento , si dice che queste forze si fanno equilibrio o 
sono in equilibrio . 

La scienza che tratta dell’ equilibrio e del moto dei 
corpi , ovvero degli effetti che producono le forzo rispetto 
alla posizione do’ corpi nello spazio , si denomina Mec. 
conica. 

1 




Digitized by Google 




— 2 — 



Tutti i corpi si possono dividere in due grandi classi, 
cioè in solidi e fluidi. I primi hanno una figura perma- 
nente , e le molecole o minime parti che li compongono 
sono cosi tenacemente strette fra loro, che si richiede 
uno sforzo a separarle. Di tal fatta sono il legno , i 
metalli , le pietre , ec. I corpi fluidi son quelli , che pren- 
dono la figura del recipiente nel quale si pongono , ed 
hanno le molecole così poco aderenti fra loro che si stac- 
cano quasi senz’alcuno sforzo. Di questa fatta sono l’acqua, 
1’ olio , lo spirito di vino \ 1’ aria ec. La Meccanica può 
dunque primieramente dividersi in Meccanica de ’ solidi , 
che diccsi pure semplicemente Meccanica , e Meccanica 
de' fluidi che dicesi Idromeccanica. La Meccanica de’ 
solidi poi si suddivide in Statica o Dinamica , la prima 
delle quali parti si aggira intorno all’ equilibrio e l’altra 
intorno al moto de’ solidi. Parimenti l’ Idromeccanica si 
distingue in Idrostatica ed Idrodinamica secondo che si 
occupa dell’ equilibrio o del moto dei fluidi. Lo svilup- 
po di queste quattro parti della Meccanica forma l’oggetto 
della presento opera che divideremo in quattro libri. 

L’idea completa di una forza risulta dalla conoscenza 
della sua direziono e della sua intensità. 

Due forze si dicono eguali so applicato ad uno stesso 
punto e traendo in sensi opposti si fanno equilibrio. Se 
due, tre, quattro, . . . forze eguali applicate ad uno 
stosso punto e traenti secondo la stessa retta sono equi- 
librate da una forza unica applicata al punto medesimo, 
e che opera in senso opposto, quest’ ultima forza si dice 
doppia , tripla , quadrupla ... di una di quelle forze. 
Quindi 1’ uso di rappresentare le forze si per mezzo di 
numeri si per mezzo di linee rette. 

Una forza qualunque può sempre considerarsi come la 
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somma di più forzo traenti nello stesso suo Senso ed ap- 
plicate allo stesso punto, al quale essa è stata applicata. 

Le due forze / J , Q siano applicate ad un punto me~ 
desiino e traggano nello stesso senso , ed R sta ima ter- 
za forza applicata allo stesso punto e traente in ver- 
so opposto : dico che se R fa equilibrio alle forze P , Q , 
si ha 

R = P + Q 

Di fatti R pub considerarsi siccome la somma di due 
forzo P -j - q applicate allo stesso punto e traenti in senso 
opposto alle due forze date. Le forze P, P, che opera- 
no in senso opposto , si distruggono evidentemente ; on- 
de affinchè il spunto di applicazione delle forze sia in 
equilibrio è mestieri che anche Q, q si distruggano, e che 
per conseguenza Q sia = q. Viceversa se due forze R , P 
sono applicate ed uno stesso punto ed agiscono in sensi 
opposti, supponendo R > P , bisognerà applicare una for- 
za R — P al punto medesimo, la quale tragga nello stesso 
senso di P, per ridurlo all 5 equilibrio. 

La risultante di un sistema di forze applicate ad uno 
stesso punto è una forza eguale e contraria a quella che 
fa ad esse equilibrio: queste forze per contrario si dico- 
no componenti. Quindi — l.° la risultante di due forze, 
che applicale ad uno stesso punto traggono nello stesso 
senso, eguaglia la somma di queste due componenti, ed - 
agisce nella stessa loro direzione — 2.® la risultante di 
un numero qualunque di forze traenti in un senso medesi- 
mo ed applicale ad uno stesso punto, trae nella direzio- 
ne delle componenti ed eguaglia la loro somma — 3.° la 
risultante di due forze applicate allo stesso punto ed 

agenti in sensi opposti , eguaglia la loro differenza ed 

* 



Digitized by Google 




«agisce nel senso della forza maggiore. — 4.° la risultante 
di un sistema di forze applicale ad uno stesso punto , e 
delle quali alcune traggono secondo una stessa retta ed in 
un senso , e le altre nel senso diametralmente oppósto , 
eguaglia la differenza tra la somma delle prime c la 
somma delle altre , e trae nel senso delle forze la cuf 
somma è maggiore. 

Una forza qualunque , senza che se ne alteri V azio- 
ne , può trasportarsi parallelamente a se stessa dei un 
punto ad un altro punto qualunque della sua direzione, 
se questo punto è invariabilmente connesso col primo. 
Sia ( fìg. a l. a ) AB una retta inflessibile , ed AP una 
forza applicata in A e diretta secondo il prolungamento di 
AB : è chiaro che se in B si applicano due altre forze Bl w , 
BP" eguali e contrarie fra loro, eguali ad AP e dirette «an- 
che secondo AB, l’azione di AP non viene affatto ad al- 
terarsi. Or trovandosi ai due estremi della retta AB appli- 
cate le due forze eguali AP, BP', e traendo in direzioni 
opposte, è mestieri che esse si facciano equilibrio; onde 
non rimane che la sola forza BP 1 ' , che è la stessa AP 
trasportata da A in B parallelamente a stessa. 

f Ina forza non può trasportarsi dal suo punto di ap- 
plicazione in un altro punto , che sia fuori della sua di- 
rezione. Rappresentino A, B ( fig. a 2. a ) due punti invaria- 
bilmente connessi , ed AP una forza applicata in A. Appli- 
cando in B due forze BP', BP" eguali , contrarie e parallele 
ad una direzione qualunque ( ma che non sia AB), l’azione 
di AP non subisce alcun cangiamento. Affinchè una delle 
due forze BP', BP" possa esser sostituita ad AP, è mestieri 
che AP si equilibri coll’altra. Questo equilibrio avvenga tra 
AP e BP' : è evidente che rendendo fisso un punto qualun- 
que della retta inflessibile AB, 1’ equilibrio deve continuare 
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à sussistere. Rendasi fisso il punto A: in tal caso la resistenza 
di A distruggendo AP , pel supposto equilibrio si richiede- 
rebbe che BP # fosse nulla, il che è contro l’ipotesi. Dunque 
è, impossibile che una delle due forze BP', BP" possa sostitui- 
re AP , e per conseguenza la forza AP non può trasportarsi 
in un altro punto posto fuori della sua direzione. 

Siegue da questo teorema che se una forza si trasporla 
dal suo punto di applicazione in un altro punto, o nè la sua 
intensità nè la sua direzione soffre alcun cangiamento, la 
congiungente di questi due punti è la direzione di essa for- 
za. Perciocché supponendo l’opposto, potremmo trasportare 
una forza , senza alterarne l’aziono , da un punto in un al- 
tro posto fuori della sua direziono , il elio è assurdo. 

Allorché due forze P , Q ( fìg.’ 3.» ) sono applicale 
ad un medesimo punto A e traggono in direzioni di- 
verse , p. e. la prima secondo AP e V altra secondo AQ , 
la loro 'risultante 11 dovrà necessariamente trovarsi nel 
piano PAI) , che dicesi piano delle componenti , ed 
agire secondo una certa direzione AH compresa dentro 
/’ angolo PAQ . Perciocché è chiaro primieramente che 
non essendovi ragione , per cui la risultante R debba 
trovarsi piuttosto al di sopra che al di sotto del piano PAQ, 
ne viene per conseguenza che questa forza è compresa 
in siffatto piano. Inoltre se s’immagina che la sola forza P 
agisse sul punto A , il moto di questo punto si farebbe 
secondo AP , e non al di là di AP ; onde se P , Q agi- 
scono nel tempo stesso, vi è una ragione di più , per cui 
A non può muoversi al di là di AP. Cosi pure si dimo- 
stra che A non può muoversi al di qua di AQ. Dunque 
siccome il moto di A deve eseguirsi in una certa dire- 
ziono AR compresa fra AP , AQ , anche la risultante 
di P , Q avrà questa direziono. 
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Quando P = Q , la direzione AR della risultante di 
queste forze divido per metà l’angolo PAQ , non essen- 
dovi ragione per ammettere che AR debba essere più o 
meno vicina ad AP che ad AQ. 

Risulta da questo teorema e dalle cose dette qui innan- 
zi che se due forze eguali AP , AQ ( fig- a 4. a ) con- 
corrono ad angolo qualunque in A , e si compie il 
rombo APDQ , il sistema delle forze proposte è equiva- 
lente al sistema delle forze QD , PD applicate rispet- 
tivamente in Q , P , purché i quattro punti J, P, (), D 
sono invariabilmente connessi fra loro. Di fatti essen- 
do la diagonale AD la bisettrice dell’ angolo PAQ, e quin- 
di la direzione della risultante delle forze proposte , que- 
sta risultante pub trasportarsi da A in D parallelamente 
a se stessa, e quindi venir sostituita dalle primitive com- 
ponenti , che in tal caso sono le due forze D p , D q ri- 
spettivamente parallele ed eguali ad AP , AQ. Traspor- 
tando poi Dp in Q , e D q in P parallelamente a se stesse, 
le forze AP , AQ vengono sostituite e risultano equiva- 
lenti a QD , PD. 
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LIBRO PRIMO 



STATICA . 



CAPITOLO I. 

SELLA COMPOSIZIONE E DECOMPOSIZIONE DELLE FORZE 
CONCORRENTI IN UNO STESSO PUNTO. 



Prop. l. a Se le due forze AP , AQ concorrenti in ;i 
ad angolo qualunque ( fig. a 5. a ) sono commensurabili , 
costruito su di esse il parallelogrammo APDQ , al loro 
sistema può sostituirsi il sistema delle forze QD , PD , 
purché i quattro punti A , P, D, Q sotto invariabilmente 
connessi fra loro. 

Supponiamo che il rapporto di AP ad AQ sia quello de’ 
due numeri interi 2 a 3. Divisa la AP nelle due parti eguali 
Ap , pV , e la AQ nelle tre parti eguali Aq , qr , rQ , sa- 
rà ciascuna parte della AP eguale a ciascuna parte del 
la AQ ; onde se po’ punti p, q , r si conducono le paral- 
lele ad AQ, AP, il proposto parallelogrammo verrà diviso in 
rombi eguali. Or poiché sulle forze eguali Ap , A q si è co- 
struito il rombo A psq, queste due forze possono essere so- 
stituite da qs, ps. Similmente essendosi sullo forze qs, qr co- 
struito il rombo qstr , queste due forze possono esser sosti- 
tuite da st , rt ; e per conseguenza le tre forze A q , qr , Ap 
equivalenti alle due Ar , Ap , possono esser sostituite dalle 
tre forze ps, st , rt equivalenti alle duo forzo pt, rt. Ra- 
gionando nello stesso modo trovoremo che le quattro forze 
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Aq, qr , rQ, A/> equivalenti allo due AQ, Aju, possono esser 
sostituite dalle quattro forze ps, st, tu , Qw, ovvero dalle due 
equivalenti forze pu , Qu. Per la stessa ragione le due for- 
ze pu, pV possono essere sostituite dalle due forze PD, wD ; 
e quindi si deduce che le due forze AP , AQ possono esser 
sostituite dalle due forze QD , PD. Vale lo stesso ragiona- 
mento se il rapporto di AP ad AQ è quello di due altri 
numeri interi qualunque. 

Prop. II. a Se due forze concorrenti ad angolo qualun- 
que sono commensurabili , e su di esse si costruisce un 
parallelogrammo , la diagonale condotta pel loro punto 
di concorso rappresenta la direzione della risultante . 

Le due forzo AP , AQ supposte commensurabili si posso- 
no trasportare parallelamente a se stesse da A in D. Dun- 
que anche la loro risultante può trasportarsi parallelamente 
a se stessa dall 1 uno all’ altro punto , e per conseguenza la 
congiungente di questi due punti coincide colla sua di- 
rezione. 

Prop. III, a Se le due forze AP , AQ ( fig. a 6. a ) non 
sono commensurabili , costruendo il parallelogrammo 
APDQ e tirando la diagonale AD , questa retta sarà la 
direzione della loro risultante . 

Supponiamo che ciò non accada, ma che la risultante 
delle forze proposte abbia la direzione di AD'. Si tiri la D 'd 
parallela al lato QA ; e fra i punti d, P preso un punto n 
per modo che An sia commensurabile con AQ , e compiuto 
il parallelogrammo AwtoQ , la sua diagonale Am rappresen- 
terà la direzione della risultante delle due forze An , AQ. Si 
trasporti adesso in A la forza «P residua della AP, ed è chiaro 
che per ottenere la risultante delle due proposte forze AP, AQ, 
bisognerà cercare la risultante di Ap e di un’altra forza di- 
retta secondo A m, Ma la direzione di questa risultante 
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deve cadere necessariamente dentro l 1 angolo m\p ; on- 
de non potrà mai coincidere colla supposta direzione AD' 
Corollario. Dunque se si hanno due forze qualunque 
concorrenti ad angolo , la diagonale del parallelogrammo 
costruito su queste forze e condotta pel loro punto di 
concorso sarà sempre la direzione della risultante. 

Prop. IV.® La intensità della risultante di due forze 
concorrenti ad angolo eguaglia la diagonale del pa- 
rallelogrammo costruito su due rette , che rappresentano 
le intensità e le direzioni di queste stesse forze. 

Essendo AD ( fig. a 7. a ) la direzione della risultante di 
AP, AQ, la forza capace di equilibrare queste due compo- 
nenti avrà la direziono AD' opposta ad AD. Supponiamo che 
anche la intensità di questa forza sia dalla stessa AD' rap- 
presentata : è chiaro che essendo in equilibrio le tre for- 
ze AP , AQ , AD', ciascuna di esse sarà eguale ed op- 
posta alla risultante delle altre due. Dunque se la AQ si 
prolunga in Q' per modo che AQ' = AQ , sarà AQ' la ri- 
sultante di AP, AD'; ed AD' dovrà avere tale lunghez- 
za , che formandosi un parallelogrammo su i lali AP , 
AD', ne sia AQ' la diagonale. Ma in questo caso i duo 
triangoli APD , AQ'D' risultano eguali. Dunque sarà AD' 
= AD , cioè la risultante di AP, AQ sarà, nella inten- 
sità rappresentata anche dalla diagonale AD. 

Corollario 1 . Poniamo AP = P , AQ = Q , All = R. 
Nel triangolo APD i lati AP, PD , AD rappresentano lo 
tre forze P, Q, II, ed i seni degli angoli DAP , ADP , 
APD sono gli stessi che i seni degli angoli DAP, DAQ, 
PAQ. Rappresentando questi angoli per (PR), (QR), (PQ). 
sarà 
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sen (QR) se» (PII) sen (PQ) ^ 

( 

Inoltre dallo stesso triangolo si deduce 

R* = P* + Q* + 2 PQ cos (PQ) (2), 

Oneste formolo determinano tre qualunque de’ sei ele- 
menti P, Q, lt, (QR), (PR) , (PQ) allorché sono dati gli 
altri tre. 

Corollario IL Se da un punto qualunque II di AD si 
menano le perpendicolari II/*, \\g ad AP , ÀQ , queste 
perpendicolari risultano direttamente proporzionali ai seni 
degli angoli (PR) , (QR). Ma questi seni sono reciproca- 
mente proporzionali alle forze P, Q ; onde anche le per- 
pendicolari 11/“, H g saranno reciprocamente proporzionali 
a queste forze. Lo stesso accade se II si prende sulla di- 
rezione della componente P o della componente Q, e da 
esso punto si menano lo perpendicolari allo altre due 
forze. 

Corollario 111. Se le forze P, Q sono rettangolari, si ha 
co»(PQ) = o , sen(PQ)=l , e l’ equazioni (1) e (2) 
diventano 

P = R cos (PR) , Q = R sen (PR) 

R* = P* + Q» 

essendo gli angoli (PR) , (QR) complementari 1' uno dal- 
P altro. 

Se poi P , Q non sono rettangolari , ma sono eguali, 
si ha 

R = 2P cos •/* (PQ) 
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Prop. V. a Data la forza AD, decomporla in due al- 
tre forze convergenti nel suo punto di applicazione A, 
e parallele a due rette date comprese con essa in un 
medesimo piano. 

Intorno alla forza data AD si formi il parallelogram- 
mo APDQ , che abbia i lati paralleli alle dato direzioni: 
i due lati AP , AQ saranno le forze richieste. In fatti i 
valori delle tre forze AP , AQ , AD e le loro reciproche 
inclinazioni soddisfanno all’ equazioni (1) e (2). 

Prop. VI. a La risultante di tre forze P, Q , R appli- 
cate al punto A ( fig. a 8. a ) e dirette comunque nello spar 
zio è rappresentata nella intensità e nella direzione 
dalla diagonale del parallelepipedo costruito su i tre 
lati P, Q, R, condotta per A. 

Nel parallelepipedo AS costruito sulle rette AP, AQ, AR, 
che rappresentano le date forze, si tiri la diagonale AS, 
e si congiungano le rette AB, RS. Essendo AB la dia- 
gonale del parallelogrammo costituito sulle forzo P , Q , 
questa retta rappresenterà la risultante di tali forzo ; 
ondo tanto è cercare la risultante delle tre forze P, Q, R, 
quanto la risultante delle due forze AB, R. Or la risul- 
tante di queste due ultime forze è AS, o questa retta è 
nello stesso tempo la diagonale del parallelepipedo con- 
dotta per A\ onde è vero il proposto teorema. 

Corollario. Quando le tre forze P, Q, R si tagliano a 
due a due in A ad angoli retti , denominando S la lo- 
ro risultante , e rappresentando con (PS) , (QS), (RS) i 
tre angoli che la direzione di S forma con le direzioni 
di P, Q, R, si ha 
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S* = P* + Q’ -f R*, 

cos (PS) = -jr ; cos (QS) = -g- ; cos (RS) = 

Di (jni risulta evidentemente 

cos* (PS) + cos* (QS) + cos* (RS) = 1 

relazione conosciuta, la quale sempre si verifica fra gli angoli 
che una retta fa con tre assi rettangolari nello spazio. 

Prop. \JI. a Trovare la risultante di un numero quar 
lunque di forze P, P', P', dirette comunque nel- 

lo spazio e convergenti in un medesimo punto A (fig. a 9. a ). 

La risultante delle due forze P, P' è evidentemente la 
diagonale AQ del parallelogrammo costruito sulle retto AP, 
AP' che rappresentano coleste forze. Similmente la risul- 
tante delle tre forze P, P', P" equivalenti ad AQ, AP" è 
la diagonale AQ* del parallelogrammo costruito su i lati 
AQ, AP". Da ultimo costruendo su AQ', AP'" il paralle- 
logrammo, e tirando la diagonale AQ", si avrà la risul- 
tante delle forze P, P', P', P"', le quali sono equivalen- 
ti ad AQ', AP'". Ora se si avverte che APQQ'Q" è un po- 
ligono aperto coi lati rispettivamente paralleli alle date forze, 
c che la cercata risultante è il lato AQ" che chiude lo stes- 
so poligono , si deduce la seguente regola per risolvere 
il proposto problema : Allorché c dato un numero qua* 
lunque di forze convergenti in uno punto solo e diret- 
te comunque nello spazio , e se ne vuole determinare la 
risultante , basta costruire un poligono , per modo che 
uno de 1 suoi lati sia una qualunque delle date forze , 
e gli altri lati siano rispettivamente paralleli ed equa* 



! (3) - 
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lì alle forze rimanenti , e poi congiungere il punto 
comune di applicazione di tutte le forze col punto 
estremo dell' ultimo lato di questo poligono mediante 
una retta : questa retta rappresenterà nella intensi’à 
e direzione la richiesta risultante. 

Corollario I.° Se le date forze sono in uno stesso 
piano , la loro risultante si troverà nel piano medesime. 

Corollario lì- 0 Se il poligono, di cui è discorso, risul- 
ta chiuso, la risultante è nulla , e le date forze P, P', 
P", .... si fanno equilibrio intorno al punlo A.- 

Corollario Ill-° Tre forze concorrenti in un medesimo 
punto non possono farsi equilibrio se sono in piani di- 
versi, qualunque siano le loro intensità e direzioni. Siano 
AP, AQ, AR ( fig. a 8. a ) tre forze convergenti in A e 
non poste nello stesso piano. Se pel punto P si conduce 
la PB eguale e parallela ad AQ , è evidente che per 
rendere chiusa la figura bisogna congiungere la AB. Or 
questa retta è nel piano APQ ; onde non può riuscire 
parallela ad AR , come dovrebbe essere se le tre forze 
fossero in equilibrio. 

Prop. "Vili.* Se un poligono è chiuso, la somma alge- 
brica delle proiezioni de' sud lati su di una retta 
qualunque è eguale a zero. 

S’immagini un punto (P) (fig. a 10. a ) che percorra il poli- 
gono chiuso ABCDEFA , senza mai ricalcare il sentiero 
percorso una volta ; e dal punlo A , donde supporremo 
che incomincia il moto, si meni un piano AO perpendi- 
colare ad una retta XX'. Il punto (P) , quando percorre 
i lati AB, BC, CD, che fanno angoli acuti con Aa, B b. 
Ce parallele ad X'X, si allontana da A0‘; e I’allonlana- 
mento corrispondente al moto per ciascun lato eguaglia 
la proiezione dello stesso lato su X'X. Al contrario se (P) 
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percorre i lati DE, EF, FA , che formano angoli ottusi 
con D</, E?, F f parallele ad X'X, esso si avvicina ad AO; 
e T avvicinamento eguaglia pure il lato percorso proiet- 
tato su di X'X. Quindi dopo che un certo numero di 
lati è stato percorso , la distanza del mobile da AO 
sarà la somma delle proiezioni de’ lati che fanno angoli 
acuti con le parallele ad X'X, mono la somma delle proie- 
zioni de lati che fanno colle parallelo allo stesso asse an- 
goli ottusi, cioè questa distanza sarà la somma algebrica 
dello proiezioni di lutti i lati percorsi. Ma quando il mo- 
bile è tornalo in A , cioè ha percorso tutto il poligono, 
questa distanza = 0- Dunque siccome in questo caso la 
distanza suddetta è la somma algebrica delle proiezioni di 
tatti i lati del pongono, risulta vero il proposto teorema. 

Corollario 7° Dunque se la somma algebrica delie 
proiezioni de’ lati di un poligono su di una retta qualun- 
que risulta — 0 , il poligono è chiuso. Perciocché sup- 
ponendo l'opposto, per un poligono aperto svanirebbe la 
somma delle proiezioni di tutti i lati su di una stessa 
retta , il che ò impossibile. 

Scolio. Per assicurarsi che un poligono è chiuso ba- 
sta verificare che risultano = 0 le somme algebriche del- 
le proiezioni de'suoi lati su tre linee rette convergenti in uno 
stesso punto e non poste in uno stesso piano. Di fatti sup- 
poniamo che nel poligono rappresentato dalla fig. a 10. a 
manchi il lato FA, ma le somme algebriche delle proie- 
zioni de’suoi lati sulle tre retto OX, OY, OZ siano = 0. 
Poiché queste somme di prelezioni rappresentano lo proie- 
zioni di FA sulle stesso Ire retto OX , OY , OZ, e que- 
sto proiezioni di FA sono i Iati del parallelepipedo co- 
struito intorno alla medesima FA come diagonale, e cogli 
spigoli paralleli ad OX , OY , OZ , risulta anche FA 
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zero , ed il proposto poligono è chiuso. Le tre rette , su 
cui si eseguono le proiezioni in parola d 1 ora in poi 
si diranno assi di proiezione , e si supporranno rettan- 
golari fra loro. ' 

Prop. IX. a Se ad un punto A è applicato un sistema di 
forze P, P', P", .... comunque dirette nello spazio , e 
queste forze si tengono in, equilibrio y le. somme alger 
ùriche de ’ loro prodotti pe' coseni degli angoli che for- 
mano coi tre assi di proiezione risultano = 0. 

Eseguendo la composizione delle forze proposte si ot- 
tiene un poligono chiuso , e le somme algebriche delle 
proiezioni dei lati dello stesso su i tre assi sono = 0- 
Ma ciascuna proiezione è il prodotto di ciascun lato del 
poligono, e per conseguenza di ciascuna forza, pel co- 
seno dell’angolo che la sua direzione fa con ciascun 1 as- 
se. Dunque le somme algebriche di questi prodotti so- 
no = 0. .. — « ; : c _ ,, 

Corollario. Se OX, QY, 0Z ( flg.® 11.*) sono i tre assi 
di proiezione; a, a!, a", . . . P, (i 1 , fi", ■ , ■ y, 7 1 , y", . . . gli 
angoli che le forze P, P'. P", . . . . formano con cole- 
sti assi , nel caso dell’ equilibrio si ha 

X P cos « = 0, X P cos p> = 0, X P cos y = 0, (A). - 

rappresentando col simbolo X una somma di termini si- 
mili a P cosa, P cosp, P cosy. 

Prop. X. a Se le forze P, 1 M , P" , . . . convergenti in 
tino stesso punto A soddisfanno alle condizioni (4) , 
queste forze si fanno equilibrio. 

Allorché le forzo proposte soddisfanno alle condizio- 
ni (4), eseguendone la composizione , il poligono che no 
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risulta è chiuso. Dunque la risultante delle forze pro- 
poste è nulla , o le forze sono in equilibrio. 

Prop. XI. 8 Trovare V intensità e la direzione della 
risultante di un sistema di forze P, P', P", . . . . ap- 
plicate ad un medesimo punto A. 

Rappresentino , come precedentemente , a, a 1 , a" , . . 
. . p, p, p' ; y, y», y i, , . . le inclinazioni delle pro- 

poste forze su i tre assi di proiezione-, R la risultante ri- 
chiesta ; a, 6, c gli angoli che la sua direzione forma 
coi tre assi suddetti. Poiché la risultante di un siste- 
ma di forze applicate ad uno stesso punto è eguale e di 
segno contrario a quella forza , che le tiene in equilibrio, 
è chiaro che le forze P, P', P", . . . — R formano un si- 
stema di forze che si fanno equilibrio intorno al punto A. 
Quindi debbono soddisfare alle seguenti equazioni 

2 P cos a — R cos a = 0; X P cos P — R cos 6 == 0 ; 

X P cos y — R cos c = 0. 

Da quest’ equazioni -si deduce 

Rcosa=3P cosa; R cos Pcos|3; Rcosc=2Pcosy; 
onde se per brevità si pone 

X s= S P cos « ; Y = X P cos A ; Z = X P cos y (5) 
se ne cavano l’ equazioni 

R* = X 1 + Y 4 + Z 4 

X Y . Z 

cos a = — > cos b = — ? cos c = — 

K K n 

che risolvono il proposto problema. 
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Corollario. l.° So Je forze proposte P, P', P", . . . sono 
in un medesimo piano , si può assumere questo piano 
per quello degli assi di proiezione OX, OY. Ed allora le 
forinole, che determinano l’intensità e la direzione della 
risultante , si riducono ad 

R* = X* + Y* 

X 

COS a 1= -r— , cos f> = - 

R 

Corollario II. 0 Supponiamo che in un punto concorrano 
due sole forze P, Q: denominando A, B, C ; A', B', C' le 
loro proiezioni su i tre assi rettangolari OX , OY, OZ , 
le (5) diventano 

X = A+A';Y = B + B';Z=C+C' 

Sostituendo questi valori nella prima dell’ equazioni (6), 
ed osservando che si ha 

P* = A* -j- B J -f C* ; Q* = A'* + B'* + C'“ 



(?)• 



troveremo 

R* =, p + Q* + 2( AA' + BB’ + CC ). 

Il paragone di questa equazione con la (2) porge 



cos(PQ) = 



AA' + BB' + CC' 
PQ 



( 8 ). 



2 
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e verifica il conosciuto teorema, che s e le lunghezze di 
due rette convergenti in un punto si proiettano su tre 
assi rettangolari , il coseno dell ' angolo , che esse com- 
prendono , eguaglia la somma de' rettangoli delle proie- 
zioni coniugate divisa pel rettangolo delle rette proposte. 

CAPITOLO li. 

DELLA COMPOSIZIONE E DECOMPOSIZIONE DELLE FORZE 
PARALLELE. 

Prop. I. a La risultante di due forze parallele P, Q 
( fig. 12* ) applicate ai due punti A, B invariabilmente 
connessi, se sono traenti nello stesso verso, è parallela 
alla direzione di queste forze, trae nello stesso loro verso , 
eguaglia la loro somma, e divide la retta AB in par- 
ti reciprocamente proporzionali alle stesse forze. 

Si applichino ai punti A, B due forze eguali ed oppo- 
ste M, N e dirette secondo AB prolungata : siccome l’ef- 
fetto di queste due forze è nullo, così la risultante delle 
proposte forze P, Q sarà identica con la risultante delle 
quattro forze P, Q, M, N. La risultante delle due forze 
P, M è la diagonale AS del parallelogrammo PAMS co- 
struito su queste forze ; e la risultante delle altre due 
forze Q, N è la diagonale BT del parallelogrammo QBNT. 
Si prolunghino le due rette AS, BT, e sia D il loro pun- 
to di convergenza ; e trasportate in D le forze AS , BT 
secondo, le proprie direzioni, siano rappresentate da DS', 
DI 7 . Or se intorno a queste due diagonali si costruisco- 
no i parallelogrammi P'DM'S' , Q'DN'T' colla condizione che 
abbiano i lati paralleli ad AB ed alla direzione delle for- 
ze P, Q, troverassi DM'=M, DP'=P, DjN'=N, DQ' = Q. 
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Dunque essendo uguali e contrarie le due forze DM', DN', 
la risultante di P, Q si riduce alla risultante di DF, DQ'; 
cioè siccome queste forze traggono secondo la stessa ret- 
ta e nello stesso verso , denominando R la cercata risul- 
tante, si avrà 

R = P + Q (1). 

Il punto di applicazione di R sulla AB , che si denomi- 
na centro delle forze parallele P , Q , sarà evidente- 
mente C. Finalmente dai triangoli simili ADC, APS; DCB, 
BQT si ottiene 

DC _ _P_. DC __ 

AC M ’ CB N ’ 



e per conseguenza 



_P Q_ 

CB AC 



( 2 ), 



essendo M = N. 

Corollario. I. Dall’ equazione (2) si deduce 



JL — A _ A 

CB ' AC AB 



( 3 ), 



essendo R = P + Q, AB = AC + CB. Dunque ciascu- 
na forza P, Q, R è direttamente proporzionale alla distan- 
za delle altre due. 

* 
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Corollario lì. Per risolvere la forza H applicata in C 
in due altre parallele e dirette nello stesso senso, ed una 
delle quali sia P ed abbia per punto di applicazione A, 
basterà fare la differenza R — P e si otterrà il valore 
dell’ altra componente, e prolungare la AC in B per modo 
che abbiasi 



CB : AC = P : R — P 

e si avrà il suo punto di applicazione. 

Prop. II. a Se sono date le due forze parallele P , £) 
( lìg- 13. a ) traenti in direzioni opposte , e la forza 
maggiore è P , la loro risultante R sarà eguale alla 
loro differenza e ad esse parallela , trarrà nello stes- 
so verso di P, e taglierà la AB prolungata in un cer- 
to punto C per modo , che ciascuna delle tre forze P, 
0, R è proporzionale direttamente alla distanza delle 
altre due . 

La forza P si scomponga nelle altre due forze paralle- 
le Q', R traenti nello stesso suo verso , e la prima sia 
eguale e contraria a Q: è chiaro che resterà la sola R = 
P — Q , e questa sarà la risultante cercata. Inoltre le 
tre forze P, Q', R debbono soddisfare alla condizione (3); 
e però essendo Q' = Q, verrà 

JP_ _ _Q _ _R_ 

BC AC ' AB 

* Corollario . Se le due forze P, Q sono eguali , risul- 
ta R = 0 , ed il loro centro C va a distanza infinita. Di 
fatti si ha in questa ipotesi 
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liC = 



pah 

u 



oo 



AC = 



QBC 

0 



GC 



Siccome questo risultato indica una impossibilità, si do- 
ve concludere che per due forze eguali, parallele e traenti 
in opposte direzioni non vi ha risultante. 

Prop. III. a Siano i punti A, B, C, • . . disposti co- 
munque nello spazio el invariabilmente connessi fra 
loro : supponendo a questi punti applicate le forze pa- 
rallele P , P\ P", . . . tutte traenti nello stessi verso , 
la loro risultante sarà eguale alla loro somma , risul- 
terà ad esse parallela e trarrà nello stesso loro verso. 

Componendo le due forze P, P', la loro risultante sa- 
rà P + P' , e riuscirà ad esse parallela e diretta nello 
stesso lor verso. Similmente componendo le due forze P -f- P' 
e F“, si avrà per loro risultante P -f- P' + P", che sod- 
disfa alle stesse condizioni, e cosi di seguito. E qui giova 
avvertire che qualunque ordine si siegue nella composi- 
zione delle date forze , si ha sempre Io stesso risultata. 

Corollario L° Se il sistema delle forze P, P', F" . . . 
si compone di due gruppi aventi direzioni opposte, la ri- 
sultante di ciascun gruppo eguaglia la somma delle for- 
ze che lo compongono. Componendo queste due risultanti 
parziali, si ottiene una risultante unica eguale alla som- 
ma delle forze del gruppo maggiore diminuita dalla som- 
ma delle forze del gruppo minore. E questa risultante 
unica è parallela al dato sistema di forze , e trae nel 
verso del gruppo predominante. 

Corollario IL 0 Dunque la risultante di un qualunque 
sistema di forze parallele eguaglia la somma algebrica 
di tali forze. 

Prop, VI.» Determinare il centro di un dato sistema 

** 
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di forze parallele , ovvero il punto di applicazione 
della loro risultante . 

Siano P, P', P", . . . ( Bg- a H. a ) le dale forze paral- 
lele , ed A , B , C, . . . i loro punti di applicazione. Di- 
visa la AB in f per modo che P : P' = fB : f A , 
avremo in f il punto di applicazione della loro risultan- 
te P -j- P'. Congiunta la f C , si divida in g per modo 
che P -f- P' : P" = C g : gf. e sarei g il punto di applica- 
zione di P -f- P' -f- P" ovvero della risultante delle tre 
fosze P, P', P". Continuando questa operazione si avrà 
il centro del proposto sistema di forze parallele. 

Corollario J.° Se i punti A , B , C , . . . sono in uno 
stesso piano , anche il centro delle forze proposte sarà 
in questo piano. . 

Corollario 11° Se intorno a’ punti A , B , C , . . 
si fanno girare le date forze per modo che restano sem- 
pre parallele e colle intensità primitive , nè la loro risul- 
tante cangia di valore , nè varia la posizione del loro 
centro. 

Prop. V. a Trovare il centro delle tre forze parai - 
irle P , P ' , P" applicate ai tre punti A , B , C non 
pesti in linea retta. ( fig. a 15. a ). 

Sia R la risultante delle proposte forze : è chiaro che 
se la AB si divide in f per modo che risulti P : P' = 
B f : Af ; e poi congiunta la fC , questa retta si divide in g 
per modo che abbiasi R : P" = Cf : gf , sarà g il cen- 
tro delle forze proposte. Ora si ha 

P" gf gf.A B oAB 
¥ ” C J~ C/TÀB “ CÀlT ’ 

e nella stessa guisa si ottiene 
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P' gA C P _ yBC 

li ~ CAB R “ CAB' 

Dunque il centro delle proposte forze divide il trian-, 
gola ABC per modo , che ciascuna componente è diretta- 
mente proporzionale all 1 area del triangolo formato da 
esso centro e da' punti di applicazione delle due forze 
residue. 

Corollario. Se si ha P = P' = P" , il centro delle 
forze deve trovarsi sii ciascuna delle rette , che «ingiun- 
gono ì vertici del triangolo ABC coi punti medii dei lati 
opposti. Dunque in ogni triangolo le tre rette che con- 
giungono i vertici coi punti medii de 1 lati opposti pas- 
sano per uno stesso punto. 

Prop. VI. a Trovare il centro delle quattro forze 
parallele P , P' , P' , P"' applicate ai quattro punti 
A , B , C , V non posti nello stesso piano ( fig. a 16 a ) 

Sia pure R il simbolo della risultante delle proposte 
forze; fC la retta che unisce i centri delle forze P -j~ P', P"; 
e g il punto di applicazione della loro risultante P -f-P' "f" P“* 
Si congiunga la Dg , e si divida in i per modo che ri- 
sulti R : P' M t= Dg : ig , e sarà i il punto richiesto. Ma 

P i" ig ig. ABC i ABC 

IT = 6=8 Dy, ABC 1=3 DlìlC" 

e nella stessa guisa si trova 

3 

V" zABD P' zACD P _ zBCD 

R DABC R DABC R “ DABC * 
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Dunque se il centro delle proposte forze si congiun- 
se coi vertici della piramide triangolare ARCI) , que- 
sta piramide si decompone in altre quattro piramidi 
aventi i vertici in esso centro , e ciascuna forza compo- 
nente risulta direttamente proporzionate alla piramide Ja 
cui base ha per vertici i punti di applicazione delle 
tre altre componenti residue. 

Corollario. Siano eguali le quallro forze proposte : è 
evidente che, se si congiungono i punti medii II, K delle 
costole opposte AB , CD della piramide , la retta HK 
deve contenere il centro delle forze. Lo stesso deve av- 
venire per le altre congiungenti dei punti medii delle 
altre paia di costole opposte della stessa piramide- 
Dunque in ogni piramide triangolare le congiungenti 
de' punti medii delle costole opposte passano per uno 
stesso punto- 

Prop. VII. a Se pei punti A , B , C, . . . ( fig. 14. a ) 
di applicazione delle forze parallele P , P' , P l , ... si 
menano le rette Ap, Bp', C Ip", . . . parallele ad una dire- 
zione qualunque Al sistema delle proiezioni di P, P'.P", 
... su queste rette avrà lo stesso centro di esse forze. 

I triangoli simili APp, BP'p', CPp 1 ' . ; . forniscono 
i rapporti eguali 

Ap Ap ’ _ Cp" 

~AV == 1BP 7 ' == CF “ * • • 

Ora il centro delle proiezioni Ap , Bp 1 è dato dalla 
equazione 

Jl-IL 

Bp - fj ’ 
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onde coincide col centro delle forzo P , P'. Similmente 
il centro delle (re proiezioni Ap , B p', Cp" essendo dato 
dall’ equazione 

Ap -j- B p Gg 

c/ “TT 

coinciderà con quello delle tre forze P , P', P". E cosi 
continuando a ragionare troveremo che il centro di tutte 
le proiezioni Ap , B p' Cp " , . . . coincide col centro del 
sistema delle forze P, P', P", . . . 

Scolio. I gruppi di forze parallele , considerati come 
componenti di un sistema di forze applicale a punti di- 
versi e dirette comunque nello spazio, offrono proprietà 
assai rimarchevoli. Noi esporremo qualcheduna delle più 
importanti , non permettendoci di fare altrimenti i limiti 
della presente opera. 

Prop. Vili.* Un sistema di forze fi, P' P", . . . ap- 
plicate ai punti A , B , C , ... e dirette comunque 
nello spazio si proietti sopra rette menate per A , B, C, 
. ■ . parallelamente a tre assi rettangolari OX, OY, OZ , 
e siano X , Y , Z le risultanti de ’ ire gruppi di forze 
parallele , che emergono da questa scomposizione. Lo 
stesso sistema di forze si proietti sopra altre rette con- 
dotte eziandio per A , B , C, . . . parallelamente a 
tre altri assi rettangolari OX ' , OY', OZ e siano X’ , 
Y' , Z' le risultanti de' gruppi di forze parallele a que- 
sti nuovi assi. Finalmente le forze X , Y, Z si scom- 
pongano nelle H, 1, K ; II', 7', K‘ ; IP, 1", K" paral- 
lele ai tre nuovi assi : dico che le tre forze H, II', IP 
parallele ad OX' hanno per risultante X' , le tre for- 
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ze 7, /', /" parallele ad OY’ hanno per risaltante F, 
e le (re forze K A' , À" parallele ad OZ’ hanno per 
risultante Z’ , 

I due sistemi di forze X , Y , Z ; X' Y' Z' sono equi- 
valenti fra loro , poiché ciascuno di essi è equivalente 
al sistema proposto P, P', P", . . . Ma le forze X, Y, Z 
non possono dare altre componenti parallele ad OX' se 
non che H, H', H"j ondo queste tre sole forze debbono 
formare un sistema equivalente ad X', e per conseguen- 
za non possono avere altra risultante diversa da X'. Vale 
lo stesso ragionamento per gli altri due gruppi di forze 
parallele I, I', I"; K, K', K." traenti rispettivamente secon- 
do OY' e secondo OZ'. 

Prop. IX. a 1 centri de' (re gruppi di forze parallele 
ai tre assi OX, OY , OZ sono in uno stesso piano coi 
centri dei tre gruppi di forze parallele agli assi 0X\ 
OF, 07! . 

Siano E , F , G i centri o i punti di applicazione di X, 
Y , Z. Poiché X' è la risultante delle II, H', II", che sono 
le X , Y , Z proiettate sopra tre rette condotte pei loro 
punti di applicazione parallelamente ad OX', ed i punti 
di applicazione di H, H', II" sono altresì E, F, G, è chiaro 
che il punto di applicazione di X' sarà nel piano EFG. 
Yale lo stesso discorso pei punti di applicazione di Y', Z\ 

Corollario J.° Dunque se il sistema degli assi OX',OY', 
OZ' rota intorno al punto 0 e prende successivamente 
diverse posizioni nello spazio, i punti di applicazione di II, 
H', H" -, 1, P, 1"; K, X', K" restano sempre gli stessi ( prop. 
Vili. 8 ), e per conguenza i centri di X', Y', Z restano 
sempre nel piano EFG , sebbene le loro posizioni vadano 
cangiando continuamente. Il piano EFG si denomina piano 
centrale del proposto sistema di forze P, P\ P" • • • 
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Corollario 11. 0 Siano le forze P , P' , P" , . . . com- 
prese in uno stesso piano. Si traccino in questo piano i 
sistemi di assi rettangolari OX, OY ; OX', OY', e siano 
X, Y le somme algebriche delle componenti delle forze pro- 
poste parallele ad OX, OY ; ed II, I ; H', I' le le com- 
ponenti di X , Y parallele ad OX' , OY'. Denominando 
X' , Y' le somme algebriche delle componenti di P, P', 
P", . . . parallele a questi ultimi assi, sarà X' = H -f- H', 
Y' = 1 -J- 1'. Se A , B sono i punti di applicazione d [ 
X, Y, questi medesimi punti saranno i punii di applica- 
zione di H, I ; H', 1', qualunque sia 1’ angolo XOX' ; o 
per conseguenza, comunque varia questo angolo, i punti 
di applicazione di X', Y' si troveranno sempre nella ret- 
ta AB. A questa retta si è dato il nome di retta cen_ 
frale. Lo stesso vale se le forze proposte sono sol. 
tanto parallele ad uno stesso piano. 

Scolio. Diremo punto centrale il centro del gruppo 
parallelo alla linea centrale. 

1 . • iW'n ,-l 

CAPITOLO IH. 

DEI MOMEMTI DELLE FORZE CONCORRENTI IN UN PUNTO. 

Una data forza P ( fig. a 17. a ) sia rappresentata dalla 
retta AB , e da un punto 0 preso ad arbitrio si meni 
su di questa retta la perpendicolare OH : il prodotto P.OH, 
ovvero AB. OH, si denomina momento della forza P ri- 
spetto al punto 0. Inoltre il punto 0 si dice centro del 
momento , ed il piano ABO piano del momento . Quindi 
il momento di uno, forza può rappresentarsi per il dop- 
pio dell ’ area del triangolo formato dalla forza e dal- 
le dite rette , che ne congiungono gli estremi col con- 
tro , ovvero per l' area del parallelogrammo costruito 
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sulla forza ed una qualunque delle due rette, che can- 
gi ungono il centro coi suoi punti estremi. 

Prop. I. a II momento della proiezione di una forza 
qualunque in un piano, che passa pel centro , eguaglia 
la proiezione del momento della forza nello stesso piano . 

. Sia 0 abc la proiezione del parallelogrammo ABOC in 
un piano che passa per 0 , ed 0/t la proiezione di OH 
altezza di ABOC nello stssso piano : evidentemente sarà 
0/t l’altezza del parallelogrammo Oaàc, poiché perpendicola- 
re ad ab. Dunque essendo ab. Qh — Qabc, è chiaro che il 
momento della proiezione di AB eguaglia la proiezione del 
momento OABC. 

Corollario. Se il momento 0 abc si proietta in un pia- 
no qualunque parallelo al suo, piano , serba la stessa 
grandezza, ma il centro viene sostituito dalla sua proie- 
zione in questo stesso piano. Dunque la proiezione del 
momento di una forza in un piano, che non passa pel 
centro, eguaglia il momento della proiezione della stessa 
forza riferito alla proiezione del centro nello stesso piano. 

Prop. II. a II momento della risultante di due forze 
concorrenti in un punto , e poste nello stesso piano ccl 
centro de' momenti , eguaglia la somma o la differenza 
de 1 momenti delle componenti , secondo che queste forze 
tendono a far girare il raggio vettore (*) nello stesso 
senso od in direzioni opposte. 

Siano AP , AQ le forze concorrenti in A ( fig. a lS. a ), 
AR la loro risultante , 0 il centro de’ momenti posto nel 
loro piano. Si costruiscano i parallelogrammi OAPju, OAQy, 
OARr, e le loro aree saranno rispettivamente i momen- 
ti delle forze AP, AQ, AH rispetto al centro 0. Quando 

(') Coi nome di raggio vettore s’ intende la retta che unisce il 
centro del momento col punto di applicazione della forza. 
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le forze AP, AQ tendono a far girare il raggio vettore OA 
nello stesso senso , esse Irovansi dalla medesima parte 
di questa retta; e condotte le PR, pr, si ha il pentagono 
AOprR , che si compone della somma delle tre aree OAPp, 
ARP , pPRr. Laonde sarà 

OARr = OAPp -j- OAQ q , 

poiché sono eguali fra loro si i triangoli ARP , 0 rp , si 
i parallelogrammi OAQy , pPRp. Quando poi AP , AQ 
tendono a far girare il raggio vettore OA in direzioni op- 
poste ( fig. a 19. a ) , queste forze non si trovano dalla 
stessa parte di OA ; e condotte le RQ , ry , a cagione 
dell' eguaglianza de’ triangoli R AQ, rOy, e dei parallelo- 
grammi RQry , AO/jP si ottiene 

■ • U‘ : • ..*'••• >i{! 

OARr = OAQy — OAPp. 

Dunque l’ area del parallelogrammo OARr , ovvero il 
momento della risultante AR eguaglia la somma o la dif- 
ferenza delle aree dei parallelogrammi OAQy, OAP/> , 
cioè la somma o la differenza dei momenti delle compo- 
nenti , secondo che queste forze tendono a far girare OA 
nella stessa od in opposte direzioni. 

Corollario • Dunque se il sistema di forze P , P', P", ... 
concorre in uno stesso punto A e trovasi in uno stesso 
piano col centro de’ momenti 0 , il momento della risul- 
tante sarà eguale alla somma de’ momenti delle forze, che 
tendono a far girare il raggio OA in una stessa dire- 
zione, diminuita della somma de’ momenti delle forze, che 
tendono a far girare lo stesso raggio nella direzione op- 
posta. 
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Scolio. 1 Meccanici chiamano momento lineare di una 
forza il segmento della retta elevata dal centro del mo- 
mento sul piano del momento stesso , ed eguale al pro- 
dotto della perpendicolare condotta dal centro sulla forza 
moltiplicata pel numero , che esprime il rapporto della 
stessa forza alla sua unità di misura. La direzione del 
momento lineare si determina per modo, che lo spettatore 
posto co’ piedi sul piano del momento , ed appoggiato colle 
spalle alla perpendicolare elevata su questo piano (la quale 
dicesi asse del momento ) vegga rotare il raggio vettore 
dalla sua dritta verso la sinistra. 

Corollario. Dunque i momenti lineari delle forze con- 
correnti in uno stesso punto, e poste nello stesso piano 
col centro, hanno l’asse comune, e la loro composizione 
si esegue come quella delle forze, che sono applicate ad 
uno stesso punto e traggono secondo la stessa retta. 

Prop. IU. a 11 momento lineare dèlia risultante di 
due forze concorrenti in un punto , e non comprese 
nello stesso piano col centro de' momenti , è nella in- 
tensità e direzione rappresentata dalla diagonale del 
parallelogrammo costruito su i momenti lineari delle 
componenti. 

Sieno ( fig. a 18- a ) AP , AQ le date forze ; AH la loro 
risultante; 0 il centro de’ mementi posto fuori del piano PAQ; 
AP/jO , AQ^O , ARrO i momenti corrispondenti delle for- 
ze suddette. Per A si meni un piano perpendicolare ad OA, 
e sia AQ'R'l 1 ' la proiezione del parallelogrammo QAPR su 
questo piano : sarà evidentemente AQ'R'P' anche un pa-* 
rallelogrammo , e siccome risulta 

APpO = AO. AP' ; AQ^O = AO. AQ' ; ARrO » AO. AR% 
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fra i momenti delle tre forze AP , AQ , AR esiste Io stesso 
rapporto , che fra i due lati e la diagonale del parallelo- 
grammo AP'R'Q'. Prolungando le AP' , AQ' rispettiva- 
mente in P", Q" per modo che 



AF ^V^ , AQ 11 : 



AO. AQ' 
F 



( dove F rappresenta Punita di misura delle forze) e com- 
pletando il parallelogrammo AF'R"Q" , la diagonale AR 
coinciderà nella direzione con AR' , ed il suo valore sarà 
dato dall 1 equazione 



AR" = 



AO. AR' 
F 



Finalmente la figura AP"R"Q" si faccia girare intorno 
al raggio AO per modo, che AP" divenga perpendicolare 
al piano OAP p , ed è chiaro che AR" diventerà perpen- 
dicolare ad ARrO , ed AQ" perpendicolare ad AQyO ; va- 
le a dire che, restando tuttavia AR" la diagonale del pa- 
rallelogrammo costruito su i lati AP" , AQ", queste tre 
rette diverranno i momenti lineari delle tre forze AP , 
AQ, AR. Dunque il momento lineare di AR sarà la dia- 
gonale del parallelogrammo costruito su i momenti linea- 
ri di AP ed AQ. 

Corollario I.° La composizione de 1 momenti lineari della 
forze concorrenti in un punto e dirette comunque nella 
spazio è dunque sottoposta alle stesse leggi della compo- 
sizione delle forze concorrenti in uno stesso punto; vale 



I 
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a dire che se è dato un sistema di forze convergenti 
in un eoi punto , e si costruisce' un poligono che ab- 
Aia per uno de' suoi lati il momento lineare di ma 
delle date forze , e gli altri lati paralleli ed eguali 
ai momenti lineari delle forze rimanenti , la retta che 
chiude questo poligono sarà nella intensità e direzio- 
ne il momento lineare della risultante delle proposte 
forze. 

Corollario 11° Sia 0 il centro de’ momenti del si- 
stema delle forze P, P', P", . . . tutte convergenti in A 
( fig. a 11.* ) ; OX , OY , OZ i tre assi della forze : rim- 
piazzando il momento di ciascuna forza colle sue proiezioni 
su i tre piani XOY, XOZ, YOZ., gli assi de’ momenti lineari 
di questi tre sistemi di proiezioni saranno rispettivamente 
OZ , OY , OX. Quindi i momenti lineari delle risultanti 
di tali proiezioni saranno le somme algebriche de’ mo- 
menti lineari delle componenti paralleli a questi tre assi. 

Corollario III 0 Sia AP una delle forze ed aOp la 
proiezione del triangolo AOP nel piano XOP : se per a 
si menano le ab , am paralele ad OX , OY , e per p la 
pn parallela a quest’ ultimo asse, saranno ab , bp le com- 
ponenti di AP rispettivamente parallele a questi assi me- 
desimi. Or con un poco di attenzione si trova essere 

2.aO/z = 0 n.ma — ■ 0 m-np 

Rappresentando con X , Y , Z le componenti di AP pa- 
rallele ad OX , OY , OZ ; x , y , z le proiezioni del 
raggio OA su questi assi, che diremo coordinate di A , a- 
vremo 0» =* x -f- X , ma = y , 0/» = x , np =zy Y ; 
onde la precedente equazione diviene 
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2aOp — ( Xy — Yx ), 



e delermina la proiezione del momento lineare di AP sul- 
1’ asse OZ. Nello stesso modo troveremo che le proiezio- 
ni del momento lineare di AP su gli assi OY, OX sono 
rispettivamente 

Z x — Xz , Ys — Zy. 

Corollario IV. 0 Dunque ponendo 
L=:S(Yz — Zy); M=2 (Za? — Xz); N = 2(Xy-Yx), 

e denominando n il momento lineare della risultante del- 
le forze proposte , sarà 

n = y L» -f Al* •+• N a ; 

e gli angoli x, (*, v, che l’ asse di questo momento for- 
ma coi tre assi OX, OX, OZ, si avranno per l'equazioni 

L M N 

cos X = — ; cos a — — : cos v = — 

n n il 

CAPITOLO IV. 

TEORIA DELLE COPPIE. 

Col nome di coppia s’ intende un sistema di due for- 
ze parallele , eguali , traenti in direzioni opposte ed 
applicate a due punti , la cui reciproca distanza non 
coincide colle forze . Una coppia per ciò, che si è di- 
mostrato nel capitolo II. 0 , non ha risultante. 

3 
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Sia AB ( fig. a 20. a ) una retta d’ invariabile lunghez- 
za ; AP, BQ la coppia applicata ai suoi punti estremi A, B. 
Dividasi la AB per metà in C, e per questo punto si me- 
ni la NM perpendicolare alla direzione delle forze : diremo 
il punto C centro , la NM braccio dì leva , ed il pro- 
dotto AP.MN momento della coppia proposta. Quindi 
il momento di ima coppia può rappresentarsi per l' a- 
rea di un rettangolo , che ha per base una delle forze 
e per altezza il braccio di leva. 

Prop. l. a Ogni coppia può esser trasportata comun- 
que nel proprio piano , purché il nuovo braccio di le- 
ve sia connesso invariabilmente col primitivo , ed ab- 
bia la stesso centro. 

Sia MP , NQ ( fìg. a 21. a ) la coppia proposta , MN 
il suo braccio di leva , C il suo centro. Per C si meni 
la retta FG a piacimento nel piano della coppia ; e 
presi i segmenti CF = CG = CM , si applichino ai 
punti F , G le forze FD , FH ; GE, Gl eguali fra loro 
ed eguali ad MP , opposte a due a due e perpendicolari 
ad FG. Prolungate le IG, NQ; MP, HF sino a che s'in- 
contrano in L, K, e trasportale nel primo di questi punti 
le forze IG , NQ , e nell’ altro le forze MP , FU paral- 
lelamente a se stesse , si congiungano le CL, C& : que- 
ste rette staranno per diritto a cagione dell 1 eguaglianza 
«lei li-angoli CGL , CNL ; CFK , CMK , e bisegheranno 
gli angoli GLN, FKM. Le risultanti delle forze IG, NQ; 
PM , FH saranno perciò dirette secondo K.L ; ed eliden- 
dosi, siccome eguali e contrarie, non resteranno che le 
sole forze GL , DF , le quali costituiscono una coppia 
avente per braccio di leva FG. 

Prop. ll. a Ogni coppia puìr t asporta"si parallela- • 
mente a se stessa nel proprio piano , purché il nuovo 
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braccio dì leva sia connesso invariabilmente col pri- 
mitivo- 

• Sia ( Iìg. a 22. a ) MP, NQ la data coppia ; MN il suo 
braccio di leva ; FG un altro braccio di leva eguale e 
parallelo ad MN. Si applichino in F e G e perpendico- 
larmente ad FG le forze IG = GE = DF = FH = MP 
ed opposte a due a due; e congiunte le NG , FM , que- 
ste rette si bisegheranno nel loro punto d’ incontro 0. 
Ora è evidente che la risultante delle due forze Gl, NQ 
sarà e=£ 2NQ , passerà per 0 e trarrà secondo OS ; e che 
la risultante delle altre due forze MP , FH sarà =s= 2MP, 
avrà per punto di applicazione 0, e trarrà secondo OR, 
vale a dire si eliderà con 2NQ. Dunque rimarrà la sola 
coppia GE , FD parallela alla proposta. 

Corollario- Dunque l’effetto di una coppia non si al- 
tera disponendola comunque nel proprio piano, purché il 
nuovo braccio di leva ed il primitivo siano invariabilmente 
connessi fra loro. 

Prop. III.* Una coppia qualunque può trasportarsi 
comunque in un piano parallelo al suo piano primi- 
tivo , purché il primitivo ed il nuovo braccio di le- 
va sono invariabilmente connessi. 

Intorno ai punti M , N si facciano girare a piacimento 
le forze MP, NQ, ma per modo che costituiscano sempre 
una coppia e siano perpendicolari a questa retta; e 
nello stesso tempo intorno ai punti F , G si facciano gi- 
rare le DII , IE per modo che senza cessar di essere pa- 
rallele fra loro e perpendicolari ad FG si arrestino in un 
piano parallelo a quello , nel quale si sono arrestate le 
forze MP, NQ-Siccome questo cangiamento, che è avvenuto 
nella disposizione delle forze , non fa altro che cangiare 
la posizione di RS e renderla parallela al piano di MP, NQ, 



Digitized by Google 




— 36 — 

così le risultanti delle forze NQ , Gl ; MP , FH continue- 
ranno ad elidersi, e non resterà che la coppia GE, FD 
posta in un piano parallelo a quello , nel quale si è ar- 
restata la coppia proposta. 

Pro. IV. Ogni coppia può esser sostituita da un' al- 
tra coppia parallela e diretta nello stesso senso , pur- 
ché il suo braccio di leva stia al braccio di leva 
della nuova coppia in ragione inversa delle rispettive 
intensità. 

Si prolunghi in C il braccio di leva MN ( fig-* 23. a ), alle 
cui estremità è applicata la coppia MP, NQ, ed immagi- 
niamo che nei punti N, C si applichino le forze eguali e 
contrarie a due a due Nm , N» ; Cm' C n. Componendo 
le forze MP , Cm' parallele e traenti nello stesso senso, 
la loro risultante passerà per N , purché la forza Cm' 
soddisfaccia alla condizione MP : Cm' Il NC : NM. Ma 
questa risultante è in tal caso distrutta dalla risultante 
delle forze NQ, Nm ; onde resterà la sola coppia delle Nn, 
Cm', le quali soddisfanno alla condizione MP:Cm';: 
NC * NM. 

Corollario. Dunque ogni coppia pub esser sostituta 
da un’altra coppia di egual momento sì nel medesimo 
piano sì in un piano parallelo. 

Scolio. Dalla definizione che si è data del momento 
della coppia conseguita che questo momento è la stessa 
cosa del momento di una qualunqne delle forze, che la 
compongono , riferito ad un qualunque punto della dire- 
zione dell’altra forza. Quindi se si denomina asse della 
coppia quella retta , che dal punto medio del suo brac- 
cio di leva s’innalza perpendicolarmente sul piano della 
coppia stessa; e momento lineare della coppia un seg- 
mento di questo asse eguale al braccio di leva multipli - 
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cato pel rapporto di una delle forze all’ unità di forza , 
la legge della composizione di questi momenti è la 
stessa che quella della composizione de’ momenti lineari 
contemplati nel capitolo precedente. In altri termini per 
la composizione delle coppie si possono stabilire i se- 
guenti canoni — l.° Per comporre un sistema di cop- 
pie ad assi paralleli , si trasporteranno questi assi in 
in un punto stesso , ed i momenti lineari corrispondenti 
si comporranno come le forze applicate ad un medesi- 
mo punto e traenti secondo una stessa retta — 2.° Per 
comporre un sistema di coppie ad assi comunque di- 
retti nello spazio , si trasporteranno questi assi tutti 
in un punto , ed i momenti lineari rispettivi si com- 
porranno come un sistema di forze concorrenti in un 
p unto medesimo . . 

CAPITOLO V. 

PRINCIPALI PROPRIETÀ DI UN SISTÈMA DI FORZE COMPRESE 

IN UNO STESSO PIANO ED APPLICATE A PUNTI DIVERSI. 

Prop. I. a Una forza qualunque può esser sostituita 
da un 1 altra forza eguale , parallela ed applicata ad 
un punto qualunque , e da una coppia avente per brac- 
cio di leva la sua distanza da questo punto , se que- 
sto punto stesso ed il primitivo punto di applicazione 
sono invariabilmente connessi fra loro . 

Rappresenti AP ( fig. a 24. a ) la data forza , A il suo 
punto di applicazione , 0 un altro punto scelto a piaci- 
mento ed invariabilmente connesso con A. In 0 si ap- , 
plichino da due forze contrarie OP', OP" parallele ad AP, 
e sia inoltre OP* = 0P U = AP. Poiché le due forzo OP', 
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OP" sono eguali e contrarie , il sistema delle tre for- 
ze AP, OP', OP" è equivalente alla sola forza AP. Ora 
le due forze AP , OP' compongono una coppia , il cui 
braccio di leva è Op , cioè la perpendicolare condotta 
da 0 sulla AP. Dunque questa coppia e la forza OP" 
sono equivalenti e possono sostituirsi alla sola forza AP. 

Prop II. a Un sistema di forze />, jP*, P“, ... po- 
ste in uno stesso piano ed applicate ai punti A , fi, C, 
• . . può esser sostituito da un altro sistema di forze 
eguali e parallele applicate ad uno stesso punto 0 scelto 
ad arbitrio , e da un sistema di coppie aventi per 
braccia di leva le rispettive loro distanze dallo stesso 
punto 0. 

Di fatti a ciascuna delle proposte forze P, P', P", . . . 
può sostituirsi una forza eguale e parallela che passa 
per 0 , ed una coppia avente per braccio di leva la per- 
pendicolare condotta da 0 sulla sua direzione. 

Corollario /.° Siccome ogni sistema di forze concora 
renti in uno stesso punto può ridursi ad una sola ri- 
sultante , ed un sistema di coppie poste in uno stesso 
piano può ridursi ad una coppia unica , il cui momento 
è la somma algebrica de’ momenti delle coppie compo- 
nenti , ne viene per conseguenza che un sistema di for- 
ze comprese in uno stesso piano può esser sempre so- 
stituito da una risultante unica applicata ad un punto 
qualunque di questo piano , e da una coppia posta nel 
piano medesimo. Questa forza unica che può sostituirsi 
alle date forze P, P', P", ... si denomina forza prin- 
cipale ed il suo punto di applicazione 0 origine. 

. Corollario li. 0 Le forze convergenti in 0 , che si 
sostituiscono a P, P', P", . . . sono ad esse rispettiva- 
mente eguali c parallele ; onde per un dato sistema di 
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forze la forza principale è costante nella intensità e dire- 
zione , dovunque si collochi 1’ origine 0. Al contrario è 
variabile il valore della coppia risultante , poiché il 
braccio di leva varia in ciascuna coppia componente » 
cangiando 0 di posizione , e la forza per cui è moltipli- 
cato rimane la stessa. 

Corollario 111 -° Sia OR la forza principale del pro- 
posto sistema *, 0 f , of’ le forze che compongono la cop- 
pia risultante ; Oo il braccio di leva di questa còppia : 
se si costruisce il parallelogrammo SRO/' , e si tira la 
diagonale OS , si avrà la risultante delle due forze OR , 
Of. Si prolunghi la of ' , ed incontri OS in m ; si pren- 
da mn = of , mq = OS , e si compia il secondo parai 
lelogrammo nmq S': sarà la diagonale m S' la risul- 
tante delle tre forze OR , Of , of , e per conseguenza 
la risultante di tutte le date forze. Dunque un sistema 
di forze poste in un piano ed applicate a punti diversi 
è riducibile ad una insultante unica . Se poi OR = 0, 
il sistema si riduce ad una coppia. 

Prop. III.® Dati i valori del momento della coppia 
risultante rispetto a tre punti del piano delle forze , 
che non siano in linea retta , trovare la direzione ed 
il valore della risultante di queste forze. 

Siano A , B , C ( fìg. a 25. a ) i tre punti dati nel 
piano delle forze ; (A), (B), (C) i valori del momento ri- 
sultante rispetto a questi punti. Si formi il triangolo ABC; 
e supposta che LM sia la direzione della risultante ed R 
la sua intensità , condotte dai vertici A , B, C su di LM 
le perpendicolari Aa , BA , Cc , avremo 

(A) = R.Aa (B)=:R.lh5 (C)=R.Cj(l). 

Da quest' equazioni si deduce - » 
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(A) : (B) = Aa : BA 
(C) : (B) = Ce : BA , 

e per conseguenza 

(A) : (B) = AL : BL 
(C) : (B) = C'M : BM 

essendo simili i triangoli LAa , LBA ; CMc , BMA. Que- 
ste due proporzioni determinano i punti L , M , e la loro 
congiungente sarà la direzione della risultante. Cono- 
sciuta la posizione della retta LM , si hanno le sue di 
stanze A a , BA , Ce dai punti A , B , C , ed una qua- 
lunque della tre equazioni (1) darà il valore di R. 

Corollario J.° Se (A) = (B) = (C) risulta Aa — BA => 
Ce. Ciò importa che queste tre quantità sieno = oo , poi- 
ché i punti A , B, C non sono in linea retta , e per con- 
seguenza, R == 0 : Dunque se il momento della coppia 
risultante rispetto a tre divèrsi pi/nti del piano delle 
forze non posti per dritto si trova di costante gran- 
dezza , la risultante è nulla , ed il proposto sistema 
di forze si riduce ad una coppia. 

Corollario 11. 0 Se R = 0 la coppia risultante è costante. 
Di fatti in qualunque punto del piano si trasporta l’origine, 
la nuova coppia è sempre la risultante della precedente 
coppia e di un’ altra coppia che si compone delle forze R, 
— R. Ma per ipotesi R = 0. Dunque la coppia ha sem- 
pre lo stesso valore, dovunque si pone 1’ origine. 

Prop. IV. a Due forze AP , BQ ( fig. a 26. a ) sono 
applicate ai punti A , B invariabilmente connessi , 
comprese in uno stesso piano colla retta AB , e pro- 
lungate concorrono in C : dico che se girando intorno 
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ai loro punti di applicazione e nel piano ABC ser bana- 
le primitive intensità e comprendono sempre lo stesso 
angolo , il loro punto di convergenza C percorre la 
periferia di un cerchio , e la risultante passa sempre 
per lo stesso punto di questa periferia. 

Supponiamo che la risultante delle forze AP , BQ sia 
diretta secondo CN ; e che le dette forze girando intorno 
ai punti A , B prendano le direzioni A p , By , e sia c 
il punto di convergenza di queste due rette. Poiché l’an- 
golo pcq per ipotesi eguaglia l’angolo PCQ e si appog- 
gia sulla stessa corda AB, è mestieri che sia inscritto 
nello stesso segménto circolare , nel quale è inscritto l’an- 
golo PCQ ; e quindi il punto c deve trovarsi sulla pe- 
riferia del cerchio ACB. Inoltre le forze AP, BQ in qua- 
lunque posizione , che prendono nel piano PABQ , ser- 
bano le primitive intensità ; onde la risultante di tali 
forze, ad onta che si muova nello stesso piano, farà 
colle componenti sempre gli stessi angoli. Cotesti angoli 
saranno perciò sempre misurati dalle metà degli archi 
AN , BN , e la risultante passerà sempre per N. 11 pun- 
to N dicesi centro delle forze AP. AQ. 

Corollario . Se le due forze proposte sono parallele , 
il punto del loro incontro C va a distanza infinita , il 
cerchio ABC diventa di raggio infinito e l’arco ANB si 
confonde colla corda AB. Ciò verifica il teorema già di- 
mostrato nel capitolo II. 0 , che il centro di due forze pa- 
rallele è posto sulla congiungente dei loro punti di ap- 
plicazione , e non varia di posizione , comunque queste 
forze, restando sempre parallele fra loro , si movono intor- 
no a que’ punti. 

Prop. V. a Se il sistema di forze P-, P\ P " , » . . 
comprese nello stesso piano ed applicate ai punti AfB, C, 
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. . . gira intorno a questi punti per modo che non 
vengano ad alterarsi le primitive intensità , e le loro 
direzioni $’ incontrano sempre sotto gli stessi angoli , 
la risultante di queste forze passerà sempre per uno 
stesso punto , che dicesi centro del proposto sistema . 

Sia 0 ( fig. a 27. a ) il punto di concorso delle due 
forze P, P', ed OR la direzione della loro risultante R : 
descritto il cerchio AOB , il punto N , dove OR taglia la 
sua periferia , sarà il centro di P, P\ La retta OR do- 
vendo passare sempre pel punto N e fare gli stessi an- 
goli colle direzioni di P, F, comprenderà anche con P" 
angoli costanti; onde supponendo che si tagli in 0' con P", 
e che O'S rappresenti la direzione della risultante S 
delle due forze R, F“ ovvero delle tre forze P , P' , P", 
e descrivendo il cerchio INO'C, il punto IN' d’intersezione 
di O'S con la periferia di questo cerchio sarà il centro 
della risultante S; e girando P, P', F", . . . intorno ai 
loro proprii punti di applicazione, S girerà costantemente in- 
torno ad IN'. Continuando a ragionare nello stesso modo, 
troveremo che ciascuna delle seguenti risultanti, e quindi 
la risultante generale del proposto sistema roterà intorno 
ad un punto fisso. 

Prop. YI. a La rotazione delle forze P ì P\ P ' , ... 
intorno ai punti A, B, C, . . . fa cangiare continua- 
mente il valore del momento della coppia risultante- 

Rappresenti ( fig a 28- a ) 0 il centro delle proposte 
forze , AP la direzione primitiva della forza P , Ap la 
direzione della stessa forza quando il sistema ha rotato 
per un certo angolo w : sarà PAjj =w , e condotte da 0 
le perpendicolari 0« , Oa rispettivamente sulle rette AP, 
Ap , si avrà pure aOa,' ==■ w. Dal punto a si meni la am 
perpendicolare ad 0 a’ ; ed essendo 0/?/ , ma' le proie- 



Digitized by Google 




— 43 — 

zioni di 0 a , aA sulla 0 a , sarà 0 a la somma algebrica 
di queste proiezioni , e per conseguènza 

l » ' . ( » 

0 a =3 Ofl. cosw -f- Aa. senw. 

Se si rappresentano con M , M' i momenti della cop- 
pia risultante corrispondenti alla posizione iniziale delle 
forze ed alla posizione che hanno acquistata dopo che il 
loro sistema ha eseguito la rotazione w , sarà 

. i 

M = S P.Oa M' =n 35 P.Oa . 

. . * • : v * ' 

Sostituendo in quest’ ultima equazione il valore di 0«', 
o ponendo per brevità li = % P.A a, avremo 

M' = Mcosw -j- Hsenw (2) 

risultato che dimostra vero il proposto teorema. 

Scolio . E degno di esser notato che H è ciò diven- 
ta M quando le forze si dispongono perpendicolarmente 
alla loro direzione primitiva. 

Corollario L° Se nella posizione iniziale delle forze 
P, P', P", ... il sistema è in equilibrio, si trova t= 0 
si la risultante di queste forze si la coppia M, e per 
conseguenza l’equazione (2) diviene 

M' sbs Hsenw. 

Dunque quando le forze proposte nello stato iniziale 
sono in equilibrio , la loro rotazione intorno ai proprii 
punti di applicazione le riduce ad una coppia , il cui 



I 
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momento è massimo quando le loro direzioni diventano 
perpendicolari alle direzioni primitive. 

Corollario 11° Se per w = 0 e per w = 90° risulta 
M' s=s 0 , il suo valore sarà nullo per qualunque altro va- 
loro di w. Or siccome si può assumere per disposizione 
iniziale delle forze quella che meglio piace , ne conse- 
guita che se il dato sistema è in equilibrio per due dif- 
fenti disposizioni delle forze , l’una all’ altra perpendico- 
lare , sarà in equilibrio per ogni altra disposizione. 

Corollario 111° Se le forze P , P' , P", . . . nella 
loro disposizione iniziale costituiscono una coppia , rotan- 
do intorno ai punti A , B , C ' . . . continueranno a 
formare una coppia unica, la quale svanisce quando si veri- 
ca 1’ equazione 



II 




Supponiamo che un sia il valore di <*> che soddisfa a 
questa equazione : è evidente che vi si soddisfarà sup- 
ponendo anche w= 180° + ««• Dunque se le forze pro- 
poste nello stato iniziale costituiscono una coppia , tra le 
infinite posizioni , che possono prendere rotando intorno 
ai punti A , B , C , . . . , ve ne ha sempre due diame- 
tralmente opposte , nelle quali si fanno equilibrio. 

Prop. VII. 1 Se i momenti M ed H sono nulli rispetto 
al punto 0 , saranno nulli rispetto a qualunque altro 
punto del piano delle forze , allorché la risultante di 
queste è = 0. 

Sia 0' un altro punto preso nel piano delle forze : con- . 
dotta da 0' la perpendicolare 0'«" , sulla AP, avremo 
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0 V = 0 a -j- 00' sena 
A a" = A a — 00' cosa 

denominando a 1* angolo che la forza P forma con 00*. 
I valori di M ed H rispetto ad 0' sono X P.OV, X P.Ao"; 
onde a cagione delle precedenti equazioni sarà 

X P.OV = 00' X Psena 
X P .Aa" = — 00' X Pcosa , 

poiché per ipotesi M => 0, H = 0. Ma X Pcos«, X Psena 
sono le proiezioni della risultante sulla retta 00' e la sua 
perpendicolare. Dunque saranno =s 0 , e conseguente- 
mente si avrà 

X P.OV — 0 ; x P .Aa! 1 = 0. 

Prop. VIU. a Trovare le formole che determinano V in- 
tensità e la direzione della forza principale e del mo- 
mento risultante di un sistema di forze P P', P‘, . . . 
applicate a punti diversi e poste nello stesso piano. 

Nel piano delle forze ( fig. a 29. a ) si traccino i due 
assi di proiezione OX , OY ; e sia AP la retta che rap- 
presenta P, ed A il suo punto di applicazione. Sosti- 
tuiscasi ad AP la forze eguale e parallela 0 p" , e la 
coppia composta delle forze AP, Op ; e posto che sia a l’an- 
golo che le direzioni di queste forze formano con OX , 
ed x , y lo proiezioni del raggio vettore OA su i due 
assi ovvero le coordinate di A avremo 

X cosa, Psen« , P( ycosa — ;rsena ) 
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per le proiezioni di AP sugli assi e pel suo momento 
lineare. Espressioni analoghe si avranno per le compo- 
nenti e pei momenti lineari delle altre forze. Quindi de- 
nominando X , Y le componenti della forza principale , 
ed M il suo momento lineare, si avrà 

X = 2 Pcosa ; Y=2Psen«; ) 

M = 2P(ycosa — x sena ). S 

La sostituzione di questi valori di X ed Y nell’ equazio- 
zioni (7) del capitolo I.° darà finalmente il valore e la 
direzione della forza principale R. 

Corollario I. Poiché H è il valore di M quando le 
forze sono diventate perpendicolari alla primitiva loro di- 
rezione si avrà 

H =5 — 5 P( y sena + X cosa ) (4). 

Corollàrio II. 0 Se le forze P, P*, P“ , . . . si sup- 
pongono parallele e si assume per asso OX una retta 
parallela alla comune loro direzione , le (3) diventano 

Xnj P ; Y = 0 ; M = 2 Py- 

Laonde sarà R = 2 P , come già altronde si sapeva. 
Inoltre sia UR la retta che rappresenta R , U il suo pun- 
to di applicazione: sostituendo ad UR la Of" eguale e 
parallela, e la coppia composta delle UR , 0 f , e tra- 
sportando la UR parallelamente a se stessa sino a che 
incontra OY in g , sarà 0 g il braccio di leva di questa 
coppia. Quindi se si pone Og = ij avremo pel corrispon- 
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denle momento lineare M = »i.2P. Eguagliando i due 
trovati valori di M , si ha 

SPy 



Dunque. — 1 .° la distanza della risultante di un si- 
stema di forze parallele ad una retta medesima egua- 
glia la somma di momenti delle componenti rispetto a 
questa retta divisa per la somma di queste forze ; — 
2-“ la somma da momenti di un sistema di forze pa- 
rallele rispetto ad una retta parallela alla loro co- 
mune direzione eguaglia il momento della risultante ri- 
s i etto alla stessa retta ■ E qui noteremo che per mo- 
momento di una forza rispetto ad una retta deve in- 
tendersi il prodotto della forza stessa moltiplicata per la 
distanza del suo punto di applicazione dalla retta pro- 
posta. 

Corollario Ili. 0 Siano e. »i le coordinate del centro delle 
forze parallele P, P', F", • . . riferite gli assi OX, OY, e 
comunque inclinate a questi assi : sarà 



X Po: 



V 




Di fotti si facciano girare queste forze intorno ni loro 
punti di applicazione per modo che diventino successi- 
vamente parallele ad OX , OY , ed in seguito del co- 
rollario precedente si avranno le proposte equazioni (5). 

Prop. JX. a Trovare le formolo, , che determinano la 
risultante ed il centro delle forze P , P' , P" , . . 
comprese nello stesso piano. 
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Se la risultante si rappresenta per R, il sistema delle 
forze P , P' , P" , . . . — R deve essere in equilibrò, co- 
munque le forze girino nel loro piano. Siano X , Y le 
componenti di R parallele ad OX , OY ; £, r le coordina- 
te del suo punto di applicazione , ovvero del centro del- 
le proposte forze : pel supposto equilibrio si avrà 

X = 2 Pcosa ; Y = Psen» 

Xn — Y£ — M = 0 (6) 

Xg -j- Yn -j- Il = 0 (7). 

Dallo prime due equazioni si hanno X ed Y, i cui va- 
lori sostituiti nell’ equazioni (7) del capitolo I.° determi- 
nano l’intensità e la direzione della risultante. Risolven- 
di poi le (6) e (7) rispetto a »), si otterranno le coor- 
dinate del centro delle forze proposte. 

Corollario. Sia D la distanza del centro dello forze 
dall’ origine 0 degli, assi : è chiaro che i binomii Xn — Yg, 
Xg -f- Yii sono equivalenti a DRsen(DR) , DRcos(DR); 
onde le (6) e (7) danno 

DR sen (DR) — - M — 0 , DR cos (DR) -f- H = 0. 

Ora supponiamo che OX coincida colla retta centrale del 
sistema delle forze proposte , ed 0 col punto centrale. 
Poiché il punto 0 è il centro del gruppo delle componenti 
di P, P', F", ... parallelo ad OX, T equazioni (5) riferite 
a questo punto danno 

2 \>x cosa = 0 , ^ P y cos« = 0 , 
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Inoltre dovendo il centro delle componenti parallele ad 
OY trovarsi anche sopra OX , sarà X Pysena ss 0. Que- 
sti valori traducono le (8) in • . 

• ’ 7 

DR sen(DR) -f- 2 P#sena = () ; DRcos(DR) = 0, 
onde 



cos(DR) = 0 , 

cioè la risultante è perpendicolare alla retta , che uni- 
sce il punto centrale col centro delle forze. 

CAPITOLO VI. 

4 

PRINCIPALI PROPRIETÀ. DELLE FORZE DIRETTE COMUNQUE 
NELLO SPAZIO ED APPLICATE A PUNTI DIVERSI. 

Prop. I. a Un sistema di forze P , P , P ", . . . di- 
rette commujue nello spazio ed applicate ai punti AJd,C, 
. . . invariabilmente fra loro connessi può sempre ri- 
dursi ad una forza unica , che seguiteremo a denomi- 
nare forza principale , e ad una coppia il cui asse fa 
angolo obbliquo colla direzione di questa forza. 

Per dimostrare questo teorema basta ragionare come 
si è fatto per dimostrare la prop. II. a del capitolo pre- 
cedente. Solo si deve notare che siccome le coppie com- 
ponenti non più sono comprese nello stesso piano , ma 
si trovano in piani diversi , cosi per ottenere il momento 
della coppia risultante converrà fare la composizione de’ 
loro momenti come si è detto nello scolio del capitolo IV° 
n.° 2.° E siccome la posizione dell’asse della coppia risul- 
tante dipende dai valori de 1 momenti delle componenti e 

4 
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dalle direzioni de’ loro assi, l’angolo che il detto asse farà 
colla risultante sarà vario ne’ varii casi che possono oc- 
correre , ed in generale sarà angolo obbliquo. 

Corollario 1 .° In qualunque punto della direzione della 
forza principale si trasporta 1’ origine , si la forza prin- 
cipale sì la coppia risultante restano invariate. Di fatti 
ciò importa trasportare la forza principale parallelamente 
a se stessa da un punto in un’ altro della sua direzione, 
il che non altera nè la forza, nè la coppia risultante. 

Corollario IL 0 Sia OR ( fig. a 30. a ) la forza principale 
del proposto sistema. Si trasporti la coppia risultante pri- 
ma dal 8 uo piano in un altro piano parallelo che passi 
per 0, e poi si trasporti in questo secondo piano paral- 
lelamente a se stessa per modo che una delle sue forze 
passi per 0. Sia questa forza OS , e 1’ altra forza che 
compone la coppia in parola sia rs : la risultante OG delle 
due forze OR , OS, e la forza rs , la quale non è com- 
presa nel piano ROS , saranno equivalenti alla forza prin- 
cipale ed alla coppia risultante. Dunque un sistema qua- 
lunque di forze applicate a punti diversi e dirette co- 
munque nello spazio è sempre ridut libile a due sole 
forze poste in piani diversi • 

Prop. II. a Un sistema qualunque di forze applicate 
a punti diversi dello spazio può sempre ridursi ad una 
forza unica e ad una coppia , il cui piano è perpendi- 
colare a questa forza. 

Sia OR la direzione della forza principale R , K la 
coppia risultante primitiva. Decompongasi questa coppia 
in due altre J; , k' , la prima delle quali sia compresa in 
un piano che passa per OR , e l’ altra in un piano a 
questa retta perpendicolare ; ed indi le forze , che com- 
pongono la prima coppia k , si rendano parallele ad R. De- 
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nominando f e — f queste forze , avremo in uno stes- 
so piano le tre forze parallele R , f, — f, la cui risul- 
tante è R. Quindi non rimane che questa forza e la cop- 
pia k', il cui piano è perpendicolare ad OR. 

Corollario L° Dunque il piano della coppia minima , 
a cui può ridursi un sistema di forze nello spazio , è 
ogni piano perpendicolare alla direzione della forza prin- 
cipale. 

Corollario IP. Dunque se il piano della coppia ri- 
sultante è parallelo alla direzione della forza prin- 
cipale , la coppia minima è zero , ed il proposto siste- 
ma di forze è riduttibile ad ima forza unica. 

Prop. III.® Se per f origine 0 di un sistema di for- 
ze nello spazio si mena un numero qualunque di rette , 
e rispetto a ciascuna di esse si determina la somma 
de ' momenti delle forze proposte, dico : — 1 .° che la som- 
ma massima è relativa all 1 asse della coppia risul- 
tante ; — 2.° che la somma dei momenti è la stessa ri- 
spetto a tutti gli assi che fanno uno stesso angolo col- 
V asse del momento massimo ; — 3.° che la somma dei 
momenti è nulla per gli assi perpendicolari all'asse 
del momento massimo. 

Sia OM ( fig. a 31 a . ) la direzione dell 1 asse della cop- 
pia risultante e nello stesso tempo il valore del suo mo- 
mento lineare. Intorno al diametro OM si descriva la sfe- 
ra OKMN, e dal punto 0 si tirino le corde Os, Oy, OK 
ed il piano XY perpendicolare ad OM. La somma dei 
momenti di un sistema di forze rispetto ad un asse qua- 
lunque è la proiezione del momento della coppia risultante 
su questo asse ; onde le sommo de 1 momenti del proposto 
sistema di forze rispetto agli assi 0$ , Oq , OK sono queste 
stesse rette, poiché congiungendo le rette Ms, M«/, MK, 
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i triangoli M*0 , M^O , MKO risultano rettangoli rispet- 
tivamente in s , g , K. Ora OM è la massima fra tutte 
le rette che partono da 0 , e terminano alla superficie 
della sfera ; e le rette Os , Oy , che poggiano sullo stesso 
cerchio minore perpendicolare ad OM , sono eguali e for- 
mano con OM angoli eguali. Inoltre la OK , che con OM 
forma l’angolo ROM > yOM, è minore di Oy, e diventa 
sempre più piccola secondo che più si discosta da OM, 
fino a che svanisce quando trovasi nel piano XY , cioè 
quando fa angolo retto con OM. Laonde è vero il pro- 
posto teorema. 

Scolio. Se le forze P, P' , P u , . . . si trasportano 
parallelamente se stesse in un altro punto qualunque dello 
spazio diverso da 0 , e le loro intensità rimangono inva- 
riate , la forza principale avrà lo stesso valore e la primitiva 
direzione. In quanto al valore del momento risultante è 
da osservare che cangia , cangiandosi l’ origine , ma 
gode sempre la .proprietà di esser massimo fra tutti gli 
altri momenti relativi agli altri assi, che hanno comune con 
esso la origine. Quindi per un sistema di forze nello spazio 
esistono infiniti assi di momenti massimi , e si presenta 
spontaneo il seguente problema : qual' è l' origine e la 
direzione che dece darsi ad una retta , affinchè sia 
l' asse del minimo fra i momenti massimi di un dato 
sistema di forze ? Questa retta è stala denominata asse 
centrale dal Poi ; sot ; ed è chiaro da ciò , che si è di- 
mostrato nel l.° corollario della proposizione II. a , che 
essa deve essere parallela alla direzione delia forza prin- 
cipale. Resta a vedere come se ne possa determinare la 
distanza da una data origine. 

Prop. IY. a Sia 0 ( fig. a 30. a ) una data origine , Olì la 
direzione ed intensità della forza principale , OG la di - 
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rezione ed il valore del momento massima rispetto al- 
l' origine 0 : si vuol trovare la distanza dell ’ asse cen- 
trale da questo punto. 

Sia O'O" l’ asse centrale ; 0 p la perpendicolare con- 
dotta da 0 su questa retta. In p si applichino nella di- 
rezione di O'O" le due forze contrarie joR 1 , pR" ed eguali 
ad OR : sarà pR“ la forza principale relativa alla nuova 
origine p ; ed il momento massimo corrispondente sarà il 
momento risultante di OG e del momento della coppia 
formata dalle forze OR , pK e dal braccio di leva Op. 
Sia OS' il momento lineare di questa coppia trasportato 
parallelamente a se stesso in 0. Poiché il momento ri- 
sultante di OG , ed OS' deve essere diretto secondo OR , è 
mestieri che le tre rette OG , OR , OS' siano in uno 
stesso piano ; onde se si compie il parallelogrammo OGIS', 
la diagonale 01 sarà il valore del momento relativo all’ asse 
centrale. Ora si ponga l’ angolo GOR = 9 , il braccio di le- 
va Op = p,la forza principale OR =R.il momento OG =G, 
e finalmente il momento 01 = 1 : dal triangolo rettangolo GOI 
si avrà 

R.p = Gsenfl ; I = Gcos0 (1). 

Dunque dal punto 0 elevando una perpendicolare 0 q sul 
piano GOR, il suo segmento p definito dall’equazione 



Gsen9 




determinerà l’origine dell’asse centrale. 
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Corollario l.° Se si addizionano i quadrati dell’ equa- 
zioni (1) si ottiene 

G* = Ry + I* (2), 

equazione che porge il valore di G, ovvero del momento 
massimo corrispondente ad una data distanza p dall’ asse 
centrale. La direzione dell’asse, sul quale si deve com- 
putare il momento G , è data dalla forinola 




( 3 ), 



che si ottiene dividendo la prima delle (1) per la secon- 
da. L’ angolo 0 si denomina obbliquità dell’ asse del mo- 
mento massimo 

Corollario 11. 0 Se R = 0 , per qualunque valore di p 
si ottiene G = I , tg0 = 0 ; onde se la forza principale è 
nulla, i momenti massimi sono eguali per tutti i punti 
dello spazio, ed i loro assi sono paralleli all’asse centrale. 
Se poi R non è zero , 1’ equazione (1) fa vedere che i 
momenti G crescono come le ordinalo di un’iperbole, ove si 
considerino come corrispondenti ascisse i valori di p. 

Corollario HIP Sia ( fig. a 32. a ) 00' l’asse centrale 
del sistema , 0 una origine presa ad arbitrio su di es- 
so , OH = I ovvero il momento massimo relativo all’asse 
centrale. Sia inoltre H rat una mezza iperbole descritta 



coi semi-assi I 




e col centro 0 : 



facendo 



girare la curva Yimt intorno all’ asse 00' si avrà w'ipcr- 
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boloìde di rivoluzione. Ora se per 0 si mena un pia- 
no MN perpendicolare ad 00', col soccorso di questa iper- 
boloide possiamo trovare il valore del momento lineare mas- 
simo relativo ad un punto qualunque p del piauo MN. 
Di fatti basta elevare da questo punto una perpendico- 
lare ad MN , e prolungarla sino all' incontro dell’ iper- 
boloide suddetta per avere il cercato momento. 

Corollario IV Rotando la curva H mt intorno ad 00 # , 
ciascuna sua ordinata pm descrive un cilindro retto , 
il cui asse è 1’ asse centrale. Per ciascuno di questi ci- 
lindri si verifica che ogni punto della propria superficie 
ha lo stesso momento massimo - 

Prop. Y. a Dato V asse centrale Off , e V origine 0 
in esso , costruire V asse del momento massimo di data 
obbliquità 0. 

Dall' equazione (3) si ha 




Quindi se per 0 si eleva una perpendicolare OM , la cui 
lunghezza sia =/>, e si adatta in M una rette MN' , che 
stia nel piano O'OM e faccia con 00' l’angolo 0, sarà MM* 
il cercato asse. 

Corollario. Se intorno ad 00' si fa rotare il triango- 
lo MM'O, tutte le generatrici della superficie conica, che 
risulta da questi rotazione, soddisfanno alle condizioni del 
proposto problema. Dunque il luogo geometrico degli assi 
de' momenti massimi di costante inclinazione , e per 
conseguenza di costante valore , è una superficie conica 
che ha per asse lo stesso asse centrale . 
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Scolto. Poiché il 1 rogo; geomètrico degli assi de’ mo- 
menti nulli rispetto ad una data origine è il piano condotto 
por questo punto perpendicolarmente all’ asse del momen- 
to massimo, ne viene per conseguenza che per ogni origi- 
ne vi ha un piano , che è il luogo geometrico degli assi dei 
momenti nulli. Reciprocamente in ogni piano deve esiste- 
re un punto , nel quale concorrono tutti ed i soli assi 
de’ momenti nulli in esso compresi. Questo punto , che 
si denomina origine degli assi de' mom n n f ì nulli , è 
evidentemente l'intersezione del dato piano coll’asse coniu- 
gato del momento massimo. 

Prop. VI. a Data la posizione di un piano rispetto 
all'asse centrale , trovare V origine degli assi de r mo- 
menti nulli comi resi * n ( [ uesto piano. ' 

Sia PQ il dato piano ( fìg. a 33 a ), 00' l'asse centra-’ 
le che incontra in 0 il piano proposto , 'NiV T interse- 
zione di PQ con il piano O'OiV ad esso perpendicolare 
condotto per 00' : se nella retta 0i\ si prende il seg- 
mento OlM' la cui lunghezza sia definita dall equazione 



OM' = 



I cos O'OiV 
¥ seu’O'OiY 



( 3 ), 



sarà M' il punto cercato. Perciocché se dal punto M' si 
eleva la perpendicolare M'AI sul piano PQ. e si mena la 
AI'/w perpendicolare sull’asse centrale, il triangolo M'Q/n 
reltaneolo in m da evidentemente w.M* = 0M* sen M'0//7=. 

© s i m b i 

OM' sen O'OiV . Sostituendo in questa equazione il sup- 
posto valore di OM' , si ha 
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► . t - * 

. -, wM' = -1 coi O'O.N, = 4rtg O'NM. 

K R * 

Dunque MM' è 1’ asse del momento massimo coniugato 
di PQ, e per conseguenza M* è la richiesta or gine de- 
gli assi de’ momenti nulli. 

Corollario. l.° Il luogo geometrico delle origini degli' 
assi de’ momenti nulli rein ti v e ad un sistema di piani 
paralleli è una rètta parallela all'asse centrale. Di fatti 
quando i piani sono paralleli , il secondo membro del- 
1* equazione (3/ risulta costante, e per conseguenza ri- 
sultano costanti anche le OM'. Ma tutto queste OM' so- 
no parallele eguali e rivolte nello stesso senso, eJ hanno 
le loro estremità 0 sull' asse centrale. Adunque le altre 
estremità M' debbono essere su di un'altra retta parallela 
a co lesto asse. 

Corollario 11. 0 Se sulla NIV si prende a piacimento un 
punto f , e da questo punto si mena la fy perpendico- 
lare all' asse centrale 00' , girando il piano PQ intorno 
ad f, sarà fy costante. Supponiamo che PQ diventi pa- 
rallelo ad OC* : in tal caso /^ misura la distanza di que- 
sto piano dell'asse 00*, e diventa- il raggio della baso 
del cilindro retto, che invilupperebbe PQ movendosi in- 
torno all’asse centrale e restand igli sempre parallelo. 
Inoltre in questa stessa ipotesi risulta O'OiV = 0, e per 
Conseguenza OM' = co. Dunque quando il piano degli 
assi de' momenti nulli è parallelo all’asse centrale, quegli 
assi Concorrono a distanza infinita , cioè sono paralleli*: 
c gl'inviluppi de’piani,chc li contengono, sono cilindri 
retti aventi per asse comune lo stesso asse centrale. . 

Prop. VII. a Trovare recitazioni clic determinano T tn- 

*■ V ' , r '•> 
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tensita e la direzione della forza principale , e del mo- 
mento risaltante di t/n dato sistema di forze />, /*, P“, 

. . . applicate a punti diversi e dirette comunque nello 
spazio • 

Siano OX, OY, OZ ( fig. a 34. a ) gli assi di proiezione 
delle forze ; AP l'intensità e la direzione della forza P; A 
il suo punto di applicazione. Se in 0 si applicano le due 
forze 0 p , Op" eguali e contrarie , ed eguali e paralle- 
le ad AP, questa forza verrà sostituita dalla forza egua- 
le e parallela 0^" applicata in 0 , e della coppia com- 
posta delle due forze AP , Op 1 . Siano « , P> , y gli an- 
goli che AP forma coi tre assi OX, OY, OZ ; x, y , % 
le coordinale di A, ovvero le distanze di A dai piani YOZ, 
XOZ, XOY : saranno 

Pcosa , Pcosp . Vcosy (4) 
le proiezioni di 0P“, e 

P ( zcosp, — ycosr ) ì 
P f xcosy — zcos a ) > (5) 

P ( yeos a — xcosP )* j 

le proiezioni del momento lineare della coppia AP, Op 1 
sugli assi medesimi. Quindi la forza AP si trova sosti- 
tuita dalle tre forze (4) applicate in 0 parallelamente 
ai tre assi, e dai tre momenti lineari (5) convergenti in 
0 e computati sui medesimi assi. La stessa cosa vale 
per ciascun’ altra forza P', P u , . . . . Dunque il proposto 
sistema di forze mediante questa trasformazione trovasi 
sostituito dalle tre forze 

X = XPcos*j Y = SPco«P; Z = 2 P cqsy (6) 
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applicate in 0 e traenti secondo i tre assi , e dai tre 
momenti lineari 

L = 5P ( zcosp — ycosV ) ) 

M = 2P ( xeosy — zcos 01 ) > (7) 

IN = ^P ( ycos* — xcosP ) y 

concorrenti in 0 e computati sugli stessi assi. Or sia R k 
forza principale ; a , b , c gli angoli che la sua direzio- 
ne forma con OX , OY , OZ : siccome questa forza è la 
risultante di tutte le forzo trasportate in 0 , sarà altresì 
Ja risultante delle tre forze X , Y , Z; e per conseguenza 
si avrà 



R* — X* + Y* + Z’ 

X a Y 

cosa = -7- ; cosò = -rr ; cose = 
a a 

Similmente se n è il momento lineare risultante; x, gli 
angoli che la sua direzione forma coi tre assi, si trove- 
ranno I’ equazioni 

n* = L* -j- M* + IN* 

% L M 

cos X = — ; cos ix — — ; cos v 

Corollario I.° L’angolo (Rn), ovvero l’angolo che la 
direzione della forza principale R forma con la direzione 
del momento lineare risultante n, è definito della equa- 
zione 
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cos (Rii) = 



XL + YM + ZN 
Rn 



Qaando il sistema delle forze proposte si riduce ad una 
forza unica , l 1 angolo (Rn) è retto. Dunque allorché un 
sistema di forze applicate a punti diversi e dirette 
comunque nello spazio si riduce ad una forza unica , 
le tre proiezioni della forza principale e le tre proie- 
zioni del momento lineare risultante soddisfanno al - 
/’ equazione di condizione 

XL + YM + ZN = 0 (10). 

Reciprocamente se queste sei quantità veriflcano 1’ equa- 
zione (10) , le forze proposte sono riduttibili ad una for- 
za unica. 

Corollario IL 0 Se le forze P, P', P'\ • • • • sono pa- 
rallele fra loro, uno degli assi di proiezione, p- es. OZ, 
si pub, scegliere parallelo alla loro direzione, ed allora gli 
altri due assi OX , OY si troveranno in un piano perpen- 
dicolare alle forze. Quindi sarà « = a! = «" . • • = 90°; 
p— ( a = e> "= 3 . . . . = 90°;r==r'=r"=3-.--=0 ; e l’e- 
quazioni (6) e (7) diverranno 

X = 0 *, Y =: 0 ; Z = 2P 

L = 2P y ; M = — SPa; ; N « 0. 

- Questi valori di X, Y, Z sostituiti nella prima delle (8) 
porgono R = 5P , come doveva essere. Inoltre siccome 
questi valori di X , Y , Z ; L , M , N rendono identica 



Digitized by Google 




— Gl- 
ia (10) , ne «inseguita che ogni sistema di forze paral- 
lele è riduttibile ad una forza unica. 

Corollario 111. 0 Sia B f ( iìg. a 34.*) la risultante del 
dato sistema di forze parallele ; 0/*, 0 f u due forze con- 
trarie , ed eguali e parallele a B f : avremo così , in- 
vece della sola forza B f, la forza 0 f" e la coppia com- 
posta delle forze B f ed 0f‘. La B f si trasporti paralle- 
lamente a se stessa sino a che incontri il piano XOY , 
e questo incontro avvenga in g ; se si congiunge la Og, 
sarà questa retta il braccio di leva della coppia in di- 
scorso, ed il valore del suo momento lineare sarà 0^. 5P. 
Le proiezioni di Og sugli assi OX , OY siano 0 i = g , 
0/ = rj ; e le proiezioni di questo momento sugli stessi 
assi saranno ■«i.SP ; — g.2P. Siccome dunque queste 
proiezioni debbono essere identiche con quelle trovate 
nel coroll. II. 0 , si avrà 

i9. 

r 3vP or 2P y 

l xp~ ; ” — sp • 



Quest’ equazioni danno il punto del piano XOY , pel 
quale passa la direzione della risultante delle forze ; o 
se per momento di una forza rispetto ad un piano s’in- 
tende il prodotto della forza nella distanza del suo punto 
di applicazione dal piano, le stesse equazioni dimostrano: — . 
1 .° che la distanza della risultante delle forze paral- 
lele da un piano parallelo alla loro direzione eguaglia 
la somma de ' momenti di esse forze rispetto a cotesto 
piano divisa per la somma delle stesse forze ; — 2.° che 
la somma de' momenti di un sistema di forze parallele 
rispetto ad un piano parallelo alla loro comune di- 
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regione eguaglia il momento della risultante rispetto al 
piano stesso. 

Corollario IV.° Dnnque se £, 11 , £ sono le distanze del 
centro di un sistema di forze parallele dai tre piani ZOY, 
ZOX, XOY, sarà 



„ 2P* 

1 2P 



2Py 

*P ' ’ ? “ 2i r 



(11). 



Di fatti si faccialo girare le forze intorno ai loro punti 
di applicazione, e disponendole in modo che successiva- 
mente diventino parallele ai tre piani suddetti , per ciò, 
che nel precedente corollario si è dimostrato, ne verran- 
no le (11). 

CAPITOLO VII. 

DEL CENTRO DI GRAVITA’ DEI CORPI. 

Si denomina gravità quella cagione che fa discendere i 
corpi verso le terra, allorché si abbandonano a loro stes- 
si. La gravità agisce egualmente su tutte le molecole de’ 
corpi , poiché 1’ esperienza dimostra che nel vuoto corpi 
di qualunque specie , p. es. una palla di piombo ed un 
pezzo di sughero il più leggiero , cadono dalla medesi- 
ma altezza con eguali velocità. Quindi le molecole di un 
corpo cadente discendono tutte nello stesso modo, come 
se fossero semplicemente contigue. La direzione della 
gravità è rappresentata dal filo a piombo , ovvero dal- 
la perpendicolare alla superficie delle acque stagnanti 
che si denomina linea verticale . 
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Poiché la gravità agisce egualmente su tutte le mole- 
cole de’ corpi , e le sollecita al moto parallelamente alla 
verticale , noi possiamo considerare le molecole eguali di 
ogni corpo come animate da piccole forze eguali , paral- 
lele e traenti nel medesimo senso. Laonde alle forze, che pro- 
vengono dalla gravità, possiamo applicare tutto ciò che ab- 
biamo stabilito rispetto alle forze parallele applicate ad un 
sistema di punti invariabilmente connessi, cioè: — 1.° che la 
risultante di tutte le forze parallele provenienti dalla gravità 
è diretta secondo la verticale; — 2.° che eguaglia la loro som- 
ma; — 3-° che in ciascun corpo esiste un punto unico , 
a cui questa risultante trovasi applicata , il qual punto 
si denomina centro di gravità'-, — 4.° che la posizione di 
questo punto è invariabile in ciascun corpo , comunque 
questo corpo si faccia girare intorno al punto medesimo. 

Il peso di un corpo è misurato dalla risultante delle 
forze suddette, che animano ciascuna sua molecola ; onde 
è proporzionale al numero delle molecole stesse , ovvero 
alla quantità di materia che esso contiene, e che si de- 
nomina massa . 

Il volume di un corpo è la quantità di spazio che esso 
occupa. Due corpi di egual volume , se hanno eguali 
masse , si dicono egualmente densi ; e però la densità di 
un corpo è il rapporto delle sua massa al suo volume. 

La densità di un corpo si dice tini forme , so diviso 
in parti eguali , ciascuna di queste ha la stessa massa. 
In questo caso ponendo = 1 il volume del corpo , ed = 1 
la sua massa, anche la densità risulta = 1. 

Prop. l. a Siano m , m ,m u , . . . le masse di un sistema 
di corpi invariabilmente connessi ; x , x\ a°, ... /e 
distanze dei loro centri di gravità da uno stesso piar 
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no : denominando % la disianza del centro di gravità 
di tutto il sistema dello stesso piano , si avrà 

%mx 



Alle gravità delle masse proposte si pu?> sostituire un 
sistema di forze parallele, applicale ai loro centri di gravita 
e proporzionali alle masse stesse. Denominando P,1 ,P, ••• 
queste forze, e supponendoP = C/«, P =C/w ,P = Cw/',... 
la quistione è ridotta a trovare la distanza del centro 
delle forze parallele P , P\ P" , . . . . da un piano ; 
però si ha 

SPj; Xmx 
* = ~ÌF = %ni’ 

Corollario l.° Dunque se il piano passa pel centro di 
gravità del proposto sistema si ha %nix—0 , vale a dire . 
la somma de 1 momenti di un sistema di masse rispetto 
ad un piano = 0 , se questo piano passa pel centro di 
gravita del sistema. La proposizione reciproca è anche 
vera , poiché posto %mx = 0 , risulta \ = 0. 

Corollario II. 0 Dunque se i centri di gravità di un 
sistema di masse sono nello stesso piano , il centro di 
gravità del sistema è nel piano medesimo. 

Prop. II. a Se i centri di gravità di un sistema di 
masse sono in un medesimo piamo , la distanza del centro 
di gravità del sistema da una retta qualunque (L) po- 
sta nello stesso piano eguaglia la somma de momenti 
delle masse rispetto a questa retta divisa per la som- 
ma delle masse. 
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Di fatti le gra vitti di queste masse costituiscono un 
sistema di forze parallele applicate a punti posti in uno 
stesso piano. 

Corollario J.° Dunque se a?, x\ af, . . . sono le di- 
stanze de’ centri di gravità dì coleste masse dalla ret- 
ta (L); g la distanza del centro di gravità del sistema 
dalla stessa retta, sarà 

. Xmx 

SS"’ 

come si trovb anche rispetto al piano ; e per conseguen- 
za se (L) passa pel centro di gravità del sistema sarà l = 0, 
e reciprocamente. 

Corollario If.° Dunque se i centri di gravità di un 
sistema di corpi sono in linea retta , il centro di gravità 
del sistema sarà sulla stessa retta. 

Scolio. Allorché un corpo si suppone di densità uniforme, 
la posizione del suo centro di gravità dipende esclusivamen- 
te dalla sua figura, poiché in tal caso la massa varia 
in ragion diretta del solo volume. In tal caso questo pro- 
blema si suol risolvere per mezzo del Calcolo Integrale, 
come può vedersi nella maggior parte detrattati di Mec- 
canica. Però siccome esistono elegantissime considerazio- 
ni elementari, le quali conducono alla determinazione del 
centro di gravità della maggior parte delle figure, di cui 
si occupa la Geometria , noi ci limiteremo a questa ri- 
cerca, non permettendoci di fare altrimenti la natura di 
questi Elementi. 

Prop. III. 11 Se in una figura qualunque esìste un pun- 
to tale , pel quale menan.lo un piano a piacimento, la 

5 
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figura suddetta viene divisa in due parti simmetriche , 
questo punto è il centro di gravità della figura proposta. 

Per questo punto , che si denomina centro di figura 
si faccia passare un piano ; siccome questo piano divide 
la figura proposta in due parti simmetriche , non vi ha 
ragione da supporre che il centro di gravità si trovi piut- 
tosto da una parte che dall’ altra del piano segante , e 
però deve trovarsi in questo piano. Poiché dunque deve 
valere la stessa ragione rispetto ad ogni altro piano che 
passa pel centro di figura , ne viene per conseguenza 
che il centro di gravità dovrà trovarsi simultaneamente 
in tutti questi piani , e quindi dovrà confondersi col cen- 
tro di figura stesso. 

■Corollario. Dunque: — l.° il centro di gravità di una 
retta è il punto medio della stessa ; — 2.° il centro di 
gravità dell’ area di un parallelogrammo è nella interse- 
zione delle due diagonali , e delle due congiungenti de’ 
punti medii de’ lati opposti; — 3.° il centro di gravità di 
un parallelepipedo è nella intersezione delle sue quattro 
diagonali , ovvero nel punto medio d’ una qualunque di 
esse ; 4-° il centro di gravità della periferia, come pu- 

re dell’area di un cerchio , è nel centro dello stesso; — - 
5 ° il centro della sfera è il centro di gravità sì della 
sua superficie sì della sua solidità ; — 6.° il punto me- 
dio dell 7 asse di un cilindro a base parallele è il centro 
di gravità della sua superficie e del suo volume, e via di- 
scorrendo. 

Prop. IV.® Trovare il centro di gravità dell ’ area 
di un dato triangolo . 

Sia ABC ( fig.® 18.® ) un triangolo, e consideriamo la 
sua superficie come composta di trapezii infinitesimi del- 
le specie di aa'b’b , ed aventi le basi parallele a BC. Poi- 
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che la reità AE , menata dal punto A al punto medio di 
BC , divide per metà ciascuno di questi trapezii infinite- 
simi, in essa saranno i loro centri di figura, e quindi i loro 
centri di gravità ; onde il centro di gravità dell’ intero 
sistema di cotesti trapezii , ovvero di tutto il triangolo 
proposto, si troverà in questa medesima retta. Nello stes- 
so modo si dimostra che menando dal punto B al punto 
medio D del lato AC la retta BD , il centro di gravità 
del proposto triangolo deve trovarsi in questa congiun- 
gente. In conseguenza questo centro sarà in g comune 
intersezione delle due rette AE, BD. Congiunta la ED, 
ed essendo BE c= */» BC , AD = '/» AC, sarà ED paral- 
lela ad AB , e quindi simili i due triangoli D^E, <7 AB ; 
onde essendo DE = •/» AB , sarà g¥h = •/* Ag = */s AE. 
Adunque il centro di gravità dell ' area di un triango- 
lo è collocato sulla congitmgente di uno qualunque de' 
suoi vertici col ‘punto medio del lato opposto , e di- 
sta da questo lato per la terza parte della congiungen- 
te suddetta. 

Corollario. Poiché il centro di gravità dell’ area del 
triangolo deve trovarsi su ciascuna delle congiungenti 
de’ vertici co’ punti medi de’ lati opposti , ne viene per 
conseguenza che esso si confonde col punto di conver- 
genza di coleste tre rette. Ma lo stesso punto di con- 
vergenza è il centro di gravità dei tre vertici del trian- 
golo , come risulta da quanto si è dimostrato net ca- 
pitolo II. 0 , poiché i pesi de’ tre vertici non sono al- 
tro che tre forze parallele ad essi applicate. Dunque 
i centri di gravità de ’ vertici e dell ' area del trian- 
golo sono nello stesso punto , dove concorrono le rette 
che uniscono i vertici co ’ punti medi de' lati opposti. 

Prop. V.* Trovare il centro di gravità del trapezio. 
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Nel trapezio ABCD ( fig. 8 35. a ) si prolunghino i la- 
ti non paralleli BC, AD sino a che s’ incontrino in E , e si 
avranno due triangoli simili EAB , EDC , i quali hanno per 
basi quelle del proposto trapezio. Dividasi per metà AB 
in F, e giunta la EF , questa retta dividerà la CD per metà 
in I; onde nella retta EF si troveranno i centri di gra- 
vità dei due triagoli EAB , EDC. Nella stessa retta è pure 
il centro di gravità del trapezio poiché tal retta è la con- 
giungente dei punti medi de’ lati paralleli, e per conseguen- 
za lalocale de 1 centri di gravità di tutti i trapezii elementari 
che compongono il proposto. Inoltre si giunga la diagonale 
DB, e le rette BI, DF ; e poi preso sulla prima il seg- 
mento I m = 7 3 BI, e sull’altra il segmento F« = '/j FD, 
saranno m , n i rispettivi centri di gravità dei triangoli 
CDB , BDA. Quindi dovendo trovarsi sulla mn il centro 
di gravità del trapezio, la cui area è la somma di quel- 
le de 1 suddetti triangoli, questo punto sarà G comune in- 
tersezione di mn ed IF. Or poiché le aree di questi trian- 
goli possono rappresentare i loro pesi , e questi sono 
concentrati in m ed n , il punto G dividerà la mn in 
modo che si ha 

DBC : ADB = DC : AB = nG : G m. 

poiché i triangoli DBC , ADB hanno la medesima altezza. 
Dai punti m, n si menino le mi, nr parallele ad AB ; e 
siccome i triangoli simili z'twG, rnG danno la proporzione 

G r : Gz = »G : Gm , 



sarà eziandio 
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DC : AB =j Gr : G* , 



DC *+■ AB : AB : ir : Gì. 

I 

Di qui risulta 



G* = 



AB. i~ 

DC + AB ’ 



e conseguentemente 



IG = li + 



AB . ir 
DC + AB * 



Ma si ha h' = F r=z'ji IF, onde sarà eziandio ir =3 ’/s IF, 
e l’equazione precedente diventerà 



IG = ‘/s IF. 



2AB+DC 
AB+DC * 



Corollario /.° Quando DC =2 0 , si ha IG s= */s IF , 
e quindi FG = ysIF , il che si accorda con quanto si 
è dimostrato antecedentemente , essendoché il trapezio si 
cangia in triangolo. Se poi DC = AB, risulta Gl = 3 ‘/«IF, 
il che anche si accorda coi risultati precedentemente ot- 
tenuti , cangiandosi in tal caso il trapezio in un paral- 
lelogrammo. 
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Corollario 11. 0 La determinazione del centro di gravità 
dell’area di un poligono qualunque può farsi dipendere in 
un modo semplicissimo da quella del triangolo. Perciocché 
sia (fig. a 10*) ABCDE il proposto poligono , e dal vertice A 
scelto ad arbitrio si menino le diagonali AC, AD, AE : si 
avranno così triangoli ABC, ACD, ADE, AEF , dei quali 
cercheremo i centri di gravità col metodo esposto preceden- 
temente. Ciò posto , non avremo a considerare che un siste- 
ma di punti dati di posizione , ed i cui pesi rispettivi sono 
rappresentati dalle aree de’ triangoli suddetti. Componen- 
do dunque questi pesi colla regola della composizione 
delle forze parallele , troveremo il cercato centro di gra- 
vità del poligono proposto. 

Prop. VI.* Trovare il centro di gravità di un da- 
to arco di cerchio. 

Supponiamo che sia ( fig.“ 36.* ) afa' il proposto ar- 
co circolare , C il suo centro , aa> la corda che lo sot- 
tende: diviso quest’arco per metà in f, e giunto il rag- 
gio C f , è chiaro che in un punto di questo raggio sa- 
rà il centro di gravità dell 1 arco proposto. Dividasi af in 

parti infinitesime ah , bc , cd , , e pei punti 6 , 

c, </,... si menino le aa' 66', ce, dd’, . . . parallele alla 
corda aa ' Poiché gli elementi dell’ arco afa 1 sono in- 
finitamente piccoli , potranno considerarsi come linee 
rette ; e però ab, db' essendo eguali e simmetricamente 
posti rispetto a Cf, il loro centro di gravità sarà in p 
punto medio della retta <*/J. Laonde in questo punto potrà 
considerarsi una forza e= 2. ab ed il momento di questa 
forza rispetto a C sarà evidentemente = 2 ab. C p. Dal 
punto p si elevi la perpendicolare pm su di Cf, e giunto 
il raggio Cm , da b si meni la br perpendicolare ad aaf. 

I due triangoli simili arb , C pm danno la proporzione 
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ab : ar — Cm i Cp ; 

onde sarà 2.ab.Cp = 2.ar.Cm , cioè il momento di eia 
scuna coppia di elementi corrispondenti dell’ arco propo- 
sto può esser rappresentato pel prodotto del raggio di 
questo arco moltiplicato per la somma delle proiezioni 
della coppia de’ suddetti elementi sulla corda dell’ arco 
medesimo. La somma di tutti questi momenti sarà per- 
ciò = 2Cm( or-J- rs-|-sf = 2Cm.a* = Cm.aa 1 . 

Rappresenti ora G il centro di gravità del proposto ar- 
co : a questo punto dobbiamo immaginare applicata una 
forza eguale all’ arco suddetto ; onde il suo momento 
rispetto al punto C sarà = CG. are ( aa '). Ma questo è il 
momento della risultante delle forze elementari ab.be, ed,...\ 
e C m.aa' è la somma de’ momenti di queste componenti 
onde sarà; 



CG. are (aa 1 ) = Cm. aa ' , 
e risolvendo in proporzione 

are (aa 1 ) \ aa' — Cm \ CG, 

cioè il centro di gravità di un arco di cerchio è sul 
raggio che lo divide per metà , e ad una distanza dal 
centro che è quarta proporzionale in ordine all'arco , 
alla corda che lo sottende , ed al raggio. 

Prop. VII. 1 Trovare il centro di gravità del settore 
circolare . 

Sia proposto il settore circolare aCa 1 ( fig. a 37. a ). 
Dividiamo aCa’ nei settori infinitamente piccoli aCb , 
bCc , , che potranno considerarsi come triangoli 
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rettilinei aventi i vertici in C; e facendo centro C e rag- 
gio Ci‘ = ’/s C f si descriva 1’ arco min : sarà questo arco 
il luogo geometrico di tutti i centri di gravità dei triango- 
li o settori infinitesimi aU , òCc , . . . , cioè della serie 
de’ punti ne’ quali trovasi raccolta la gravità delle parti 
del settore proposto. In conseguenza il centro G di gravità 
dell’ arco miti sarà quello stesso del proposto settore ; e la 
sua distanza CG dal punto G sarà data dalla proporzione 

are (mn) : mn = ’/ 3 : CG 

Ma abbiamo pure 

are (mn) : are (aa 1 ) = C m : C a = mn : aa' ; 
onde sarà 

are (ad) : ad — */s C f : CG' ; 

vale a dire che il settore circolare ha il centro di gra- 
vità sul raggio che lo divide per mezzo , e la sua di- 
stanza del centro è quarta proporzionale dopo Varco , 
la sua corda ed i a /s del raggio. 

Corollario. Dunque nel segmento circolare il centro 
di gravità trovasi pure nel raggio che lo divide per 
metà , e dista dal centro per '/.« del cubo della corda 
diviso per V area del segmento. Perciocché denominan- 
do S , T , U i momenti del peso del settore , del trian- 
golo, e del segmento rispetto al punto C, sarà U=S — T (1)- 
Inoltre ponendo 1’ arco afd=\l,aa'=&., aC =s R, C«/=X , 
e denominando p , q , r le distanze dei centri di gra- 
vità del settore , del triangolo e del segmento circolare 
da C , ed (s) l’area del segmento , avremo 
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„ „ . /2R.K\/R.H\ R*K 

S — p.Cafat — ( m % J 3 



T=, 0 CV = (^)(-) = 



X.’K 

3 



U a r.(s) 

Sostituendo questi vaJori nella (1) se ne ricava 

K ( R* — X* ) K 1 

r ~“ 3.(s) “ 12.(sJ ’ 



essendo R* — \* s= — . 

4 



Prop. Vili.® Trovare il centro di gravità del volume 
di una piramide friangolare. 

Sia ABCD la proposta piramide (Gg. a 16- a ). Supponendo 
diviso questo solido in un numero grandissimo di sezioni 
parallele alla base ADB e per conseguenza simili a questo 
triangolo , e congiungendo il vertice C col centro di gra- 
vità e dello stesso triangolo ADB , sarà la retta Ce il 
luogo geometrico di tutti i centri di gravità di coteste 
sezioni , e conterrà per conseguenza anche il centro di 
gravità della proposta piramide. Cosi pure se g è il cen- 
tro di gravità della faccia ABC , e si congiunge la Dg , 
anche in questa retta dovrà trovarsi il centro di gra- 
vità di ABCD. Dunque le due rette Dg , Ce dovranno 
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necessariamente intersegarsi in un certo punto i , e que- 
sto punto sarà il centro di gravità della data piramide. 



Ora si osservi che essendo fé 




f9 



JSl 



la con- 



giungente eg de’ punti e , g riesce parallela a DC ed 
eguale ad */s di questa stessa retta. Inoltre dai trian- 



goli simili eig , D*C si deduce che ig = 

3 4 * 



n- 3D ? 
per conseguenza Ui = — -~- 



Àdunque il centro di gra- 



vità del volume di una 'piramide triangolare è collo- 
cato sulla retta , che unisce un vertice qualunque col 
centro di gravità della faccia opposta , ed alla di- 
stanza dal vertice stesso di s /4 di questa congiungente. 

Scolio. Il centro di gravità dei tre vertici A , B , C 
del triangolo ABC si confonde col centro di gravità g 
della sua area; onde se si congiunge la D g , questa retta 
dovrà contenere il centro di gravità dei quattro punti 
A , B , C , D. Ma in g è un peso triplo del peso di D. 
Dunque il centro di gravità dei quattro vertici A , B, C, D 



della proposta piramide è ad una distanza 



3D g 
4 



dal 



punto D , cioè si confonde col centro di gravità del vo- 
lume della piramide stessa. 

Corollario. Dunque nella pirami le triangolare le 
rette che congimgono i punti medi delle costole op- 
poste , e le rette che congiungono i suoi vertici coi 
centri di gravità delle facce opposte smtersegano tutte 
in uno stesso punto , che è il centro di gravità della 
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stessa piramide . Di fatti si è dimostrato che fi centro 
di quattro forze eguali e parallele applicate ai quattro 
vertici di una piramide triangolare è nella intersezione 
delle rette che congiungono i punti medi delle costole 
opposte , e le gravità dei punti A , B , C , D non sono 
che quattro forze parallele. 

Prop. a IX. a 11 centro di gravità di una piramide 
qualunque è nella retta che unisce il vertice col cen- 
tro di gravità della base e dista dal vertice per i */* 
di questa tetta. 

Si divida la base AB della proposta piramide SAB 
( fig a 38.® ) in triangoli per mezzo di diagonali ; e facendo 
passare per queste rette e pel suo vertice S altrettanti piani, 
si avrà un egual numeno di piramidi triangolari aventi tutte 
la stessa altezza. Pel punto di questa altezza , il quale 
dista da S per i suoi i si meni un piano ab parallelo 
alla base : è chiaro che le intersezioni di questo piano colle 
infinite rette , le quali dal vertice S vanno a tutti i punti 
della base AB , distano da questo punto per i 5 /t, delle loro 
rispettive lunghezze. Dunque i centri di gravità di tutte 
le piramidi triangolari , che compongono la piramide SAB, 
hanno per luogo geometrico il piano ab ; e per conse- 
guenza nello stesso piano dovrà trovarsi il centro di 
gravità della proposta piramide. Sia i questo punto : con- 
giunta la Si , e prolungata sino all' incontro di AB 



in m , sarà Si" = — ^ — . Inoltre se si congiunge S col 

centro di gravità di AB, questa retta sarà il luogo geo- 
metrico de’ centri di gravità tutte le sezioni della pira- 
mide parallele ad AB , e conterrà perciò anche il centro 
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di gravità della piramide. Dunque questa retta coincide 
con S?« , e quindi è vero il proposto teorema. 

Corollario. Il cono può considerarsi come una pira- 
mide , la cui base è un poligono d’ infiniti lati infinita- 
mente piccoli. Dunque il centro di gravità del volume 
di un cono qualunque è sulla retta che unisce il suo 
vertice col centro di gravità della base , ed ai s /4 di 
qtiesta retta a partire dal vertice. 

Prop. X. a 11 centro di gravità della zona sferica 
è nel punto di mezzo della saetta. 

La saetta è asse di smimetria della zona, e però deve 
contenere il suo centro di gravità. Per trovar poi a quaj 
punto della saetta esso corrisponde, immaginiamo divisa la 
saetta in parti eguali e piccolissime , e per ciascun punto 
di divisione condotto un piano parallelo alle basi della 
zona : questa si troverà cosi divisa in una infinità di zo- 
ze di piccolissime ed eguali altezze, le quali perciò avran- 
no le superficie eguali. I pesi di queste zone saranno 
dunque anche eguali ; e trovandosi tutti raccolti sulla 
saetta , questa potrà considerarsi come una retta com- 
posta di elementi egualmente pesanti. Dunque il suo cen- 
tro di gravità , e per conseguenza il centro di gravità 
la zona , sarà nel suo punto di mezzo. 

Corollario. La calotta sferica può considerarsi come 
la zona , una delle cui basi abbia per raggio zero. Per 
la calotta vale dunque lo stesso ragionamento , ed il suo 
centro di gravità è eziandio il punto medio della sua 
saetta. 

Prop. XI. a Trovare il centro di gravità del setto- 
re sferico. 

Sia aCf il settore circolare ( fig. a 37.® ) generatore del 
settore sferico aCa'. Si concepisca questo solido decom- 
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posto in piramidi infinitamente sottili avenli C per comnn 
vertice , e per basi gli elementi della calotta afa! : i 
centri di gravità di queste piramidi elementari avranno 
per luogo geometrico un’altra calotta sferica min descritta 

3C f 

col raggio Ci = — —— , ed il centro di gravità di que- 
sta calotta sarà il centro di gravità del solido, proposto. 
La freccia it di delta calotta min è evidentemente =*/4 fai 
onde supponendo in a il centro di gravità di min , sa- 
rà iz = 3 /8 fa e per conseguenza 

c* = V4 ( c/*-’/. fa) 

Corollario 1. Quando fa = fC , il settore si cangia 
in emisfero , e l' equazione precedente diviene 




Corollario IL Supponendo Cf=r, Cu = s, fa = A, nr il 
rapporto della periferia al diametro del cerchio , i vo- 
lumi del settore e del cono sono espressi da 

2 v/irz irhz(r-\-z) 

3 5 3 ’ 

e le distanze del centro della sfera dai rispettivi loro centri 
di gravità da 



% 
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3(r-{-z) 3s 

8 ’’ T* 

Dunque i momenti de’ loro pesi rispetto a C sono 
<rhr*(r- f-s) nrhz % [r-\-z) 

I ; 4 

La differenza di questi momenti è 

^h'(r-\-z j* 

I 

essendo r* — z % = h (r-\-z). Or questa differenza di mo- 
menti eguaglia il momento del peso del segmento sferico 
rispetto allo stesso centro C. Dunque denominando x la 
distanza di C dal centro di gravità del segmento , ed 
osservando che il volume di questo solido è espresso da 

Wi*(2r-]-s) 

3 ’ 

si avrà 1’ equazione 

a;(2r+5) _ (r+s)’ 

3 4 ’ 

dalla quale si deduce 

. __ 3 (>+«)■ 

4(2r-f--j 
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. Prop. XII. a L'area di una qualunque superficie di 
rivoluzione eguaglia l'arco generatore moltiplicato per 
la circonferenza , che descrive il suo centro di gravi- 
tà intorno all'asse di rivoluzione. 

Si abbia una curva piana AB (fig- a 39. a ) , la quale gi- 
rando intorno all’ asse XY posto nello stesso suo piano* 
generi la superficie di rivoluzione S : ogni sezione fatta 
in questa ' superficie con un piano perpendicolare ad XY 
sarà una circonferenza di cerchio. Dividasi l’arco AB in 
parti infinitamente piccole tutte eguali fra loro: un ele- 
mento qualunque p. es. l’ elemento pq' , mercè la sua 
rivoluzione intorno all’ asse XY , genererà un tronco di 
cono , la cui area sarà eguale all’ elemento p'q 1 moltipli- 
cato per la circonferenza del cerchio che descrive il 
suo punto medio, ovvero il suo centro di gravità , intor- 
no all’ asse XY ; e lo stesso avverrà degli altri elementi di 
questa curva. Siano À, À', /." ... le distanze de’ centri di 
gravità degli elementi curvilinei di AB dall’ asse XY , 
ed s la lunghezza di uno di essi : la intera superficie S, 
generata dalla rivoluzione della curva AB intorno a questo 
asse , sarà definita per l’ equazione 

S = 2 «s(h + A' + A" -f- . . . ), 

rappresentando la circonferenza del circolo descritto 
col raggio = 1. Rappresenti m il numero degli elemen- 
ti di AB , e sarà evidentemente 

S=2r (!±>Z±»± -V . .^ fA+*+A‘+ .. \ AR 

v in S . \ m / 



Ma la frazione 



h hl+ h H 

*m 



rappresenta la distan- 
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za GR (lei centro di gravità G dell’arco AB dell’asse XY; 
onde sarà 

S = 2-r.GK.AB. 



Prop. XIII. a 11 volume di un solido di rivoluzione egua- 
glia l'area della sezione generatrice moltiplicata per 
la circonferenza del cerchio che descrive il suo centro 
di gravità intorno all'asse di rivoluzione . 

Sia YABX ( fig. a 39. a ) la sezione generatrice, XY l’as- 
se di rivoluzione, pp ' , qq 1 due rette infinitamente vicine 
e perpendicolari a questo asse : e divisa l’area del trape- 
zietlo pqq’p’ in rettangoli eguali ed infinitesimi, sia aòcd 
uno di cotesti rettangoli. La rivoluzione di questo piccolo 
rettangolo intorno all' asse XY produrrà un solido eguale 
alla dillerenza di due cilindri generati dai rettangoli pbcq, 
padq , e però pel suo volume U avremo 



U = pq.tr ^ pò * — pa*^ = 2 nr.pq. ab ^5 



onde U sarà eguale all'area del rettangolo, abed moltiplicata 
per la circonferenza del circolo descritto con un raggio 
medio aritmetico fra pb, cioè con un raggio eguale alla 
distanza del centro di gravità di questo rettangolo dall'as- 
se XY. In conseguenza il volume del solido generato dalla 
rivoluzione del trapezio intorno a questo asse eguaglierà 
il prodotto della sua area pp'rfq moltiplicata per la cir- 
conferenza del cerchio descritto con un raggio medio fra 
le distanze de’ centri di gravità de’ suoi elementi dall’as- 
se XY, vale a dire con un raggio eguale alla distanza del 
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suo centro di gravità da questo asse. Di fatti s e pa-\-pb 
c = 2x , abcd = « , e con V , g si rappresentano il vo- 
lume di cotesto solido e la distanza del suo centro di 
gravità da XY, risulto Y = SU = 'Zv'Zax — ppqq- 
Or supponendo in G il centro di gravità dell’area YABX, 
e rappresentando per W il volume del solido generalo 
dalla sua rivoluzione , si ha W = SV = 2 firX^-pp'^’q = 
2vr.GR.YABX. Dunque è vero il proposto teorema. 

Questo metodo di misurare le aree ed i volumi delle 
superficie e dei solidi di rivoluzione si deve al P. Guidino , 
ed è conosciuto sotto il nome di metodo centrob urico. 

CAPITOLO Vili. 

dell’ equilibrio de’ sistemi di forma invariabile 

Prop. l- a Se ad un punto A sono applicate le for- 
ze P , P’ , P" , . . • di. ette comunque nello spazio , 
e la risultante di queste forze è zero , il punto A è 
in equilibrio. 

Se il punto A potésse muoversi , ciò avverrebbe per 
l’azione della risultante delle proposte forze. Ma nella 
presente ipotesi questa risultante = 0. Dunque il punto A 
uon può concepire alcun movimento. 

Corollario. Dunque se il punto A è appoggiato ad un 
fulcro , o ne pende per mezzo di un filo inestensibile , 
basterà pel suo equilibrio che la risultante delle date for- 
ze nel primo caso lo prema contro il fulcro , e nell’altro 
caso lo tragga nella direzione del filo e tenda a disco- 
starlo dal fulcro stesso. 

Prop. II. a Se il punto A trovasi sopra una superfi- 
cie resistente , basterà pel suo equilibrio che la risul' 

6 
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tante delle forze riesca perpendicolare alla stessa su- 
perfide , e spinga contro dì essa il punto A. 

Supponiamo in fatti che il punto A si trovi sulla su- 
perfìcie resistente mhn (fig. a 49. a ) ; e sia pp la normale a 
questa superfìcie condotta per A; AR la risultante delle 
forze applicate ad A; e tt' l’ intersezione del piano tan- 
gente la superfìcie in questo punto col piano //AR. 
Se dal punto R si menano sulle rette Ap\ A t le perpen- 
dicolari Rr, Rs, saranno Ar , As le componenti di AR. 
La prima di queste componenti è distrutta dalla resisten- 
za della superficie, se AR spinge A contro la superfìcie 
stessa. Se dunque si vuole che il punto A sia in equilibrio, 
basta che la seconda componente As sia nulla da se stes- 
sa , il che avviene quando la direzione di AR coincide con 
quella della normale pp'. 

Corollario 7.° Siccome ogni curva piana pub consi- 
derarsi come T intersezione di una superficie curva e del 
piano /j'ÀR , se il punto A è collocato su di una curva 
piana resistente, basta pel suo equilibrio che la risul- 
tante delle forze ed esso applicate lo prema perpendico- 
larmente contro la curva e sia nel piano di questa. 

Corollario II. 0 Poiché ogni curva storta può conside- 
rarsi come l’ intersezione di due superficie curve, per P e- 
quiiibrio di un punto A posto su di una curva storta si 
richiede che la direzione della risultante delle forze ad 
esso applicate sia nello stesso tempo perpendicolare alle 
due superficie , ovvero sia perpendicolare alla tangente 
menata alla curva in A. A questa condizione soddisfanno 
tutte le rette convergenti in A e comprese nel piano nor- 
male della curva condotto per questo punto. Dunquo affin- 
chè un punto posto su di una curva storta resistente sia 
xn equilibrio è mestieri: — l.° che la risultante delle 
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forze lo prema contro la curva ; — 2.° che la sua dire- 
zione sia compresa nel piano normale alla curva con- 
dotto per lo stesso punto. 

Prop. III. a Due punti invariabilmente connessi A , 
A' sono in equilibrio se le risultanti delle forze ap- 
plicate a ciascuno di essi sono eguali , e traggono in 
direzioni opposte secondo la retta AA'. 

Siano P, P' le risultanti delle forze applicate rispetti- 
vamente ad A, A' : se il sistema di questi due punti è 
in equilibrio, l’equilibrio non verrà a turbarsi supponen- 
do fisso il punto A. Dunque perchè A' sia anche in e- 
quilibrio è mestieri che P' tragga secondo AA' , altri- 
menti A' deve rotare intorno ad A, percorrendo la super- 
ficie di una sfera di raggio AA'. Nello stesso modo si 
dimostra che per l’equilibrio di A si richiede che P trag- 
ga secondo la stessa retta. Orse le due forze P, P' agis- 
sero nello stesso senso, il sistema de’punti A, A' acqui- 
sterebbe un movimento di traslazione. Lo stesso avverreb- 
be se le due forze P , P' traessero in sensi opposti e 
non fossero eguali. Dunque per l’ equilibrio di questo si- 
stema si richiede non solo che le forze P, P' traggano 
secondo la retta AA' , ma che traggano eziandio in di- 
rezioni opposte e siano eguali fra loro. 

Scolio . Se più forze applicate ad un sistema inva- 
riabile sono in equilibrio , e rimanendo inalterate le 
loro grandezze e direzioni il sistema si rimuove dalla pri- 
mitiva posizione, può avvenire o che l’equilibrio continui 
o che non abbia più luogo. Nel primo caso si dice che l’equi- 
liquio è indifferente al moto del sistema; e nel secondo 
caso l’equilibrio si dice stabile od instabile , secondo che 
P azione delle forze tende a ristabilire od a perturbare 
maggiormente l'equilibrio. 

* 
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Pro. IV. a V equilibrio tra due forzò applicate a due 
punti invariabilmente connessi sarà stabile od instabi- 
le , secondo che queste forze tenderanno ad aumentare 
o a diminuire la distanza de' loro punti di applica- 
zione. Se poi i punti di applicazione di queste forze 
coincidono , V equilibrio sarà indifferente. 

Supponiamo (Tig. a l a ) elio al sistema de’ punti A, B 
siano applicate le forze P, P', e elle queste forze siano in 
equilibrio quando le loro direzioni sono in linea retta con 
AB. Prenda quindi il sistema la posizione A'B', restando le 
forze P, P' colle primitive intensità e direzioni: è chiaro che 
ne risulterà una coppia. Se nella primitiva posizione de’ 
punti A, B queste forze tendevano ad aumentare la distanza 
AB , nella nuova posizione del sistema agiranno secondo 
A’p , Wp" e tenderanno a ricondurlo alla posizione di equi- 
librio; e se per l’opposto tali forze tendevano nella primitiva 
posiziono del sistema à diminuire la distanza AB, nella no- 
vella posizione trarranno secondo A'y, B ’q\ e tenderanno 
sempre più ad allontanarlo dalla posizione di equilibrio. 
Ove poi i punti A , B coincidono, per qualunque posizio- 
ne del sistema le forze P, P' risulteranno sempre eguali, 
contrarie ed applicate ad uno stesso punto , e non ten- 
deranno in alcun modo ad alterare l’ equilibrio. 

Scolio. Il momento H ( prop. VI. a capitolo V. ) è la 
somma dei prodotti delle forze nelle proiezioni de’ rispet- 
tivi raggi vettori sulle loro direzioni. Quando le forze si 
riducono ad una coppia , Il diviene il prodotto di una 
delle forze di questa coppia moltiplicata per la retta che 
unisce i loro punti di applicazione e proiettata sulla dire- 
zione della stessa forza ; vale a dire , denominando D que- 
sta distanza , e (PD) l 1 angolo che essa comprende colla 
forza , si avrà 
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H =3 PD co8 (PD) (l) 

Di fatti se le forze che compongono la coppia sono A'q, 
Wq', cioè formano angolo acuto con A'B' , la proiezione 
A'm di questa retta sulla direzione della forza si com- 
puta nello stesso senso della forza medesima , e però 
essendo A'm =» D. cos (PD) , ed H = V.A'm , risulta evi- 
dente la -verità della equazione (1). Se poi le forze com- 
ponenti la coppia sono A’p , Wp 1 , la proiezione A'm si 
computa in senso opposto della forza , e si ha H = — 
V-A'm- Essendo però A'm=A'B' cos WA'm=^ — Dcos(PD), 
anche in questo caso il valore di H è dato dalla (1). 

Corollario L° Nel caso da noi contemplato si ha (PD) > 
90° quando P equilibrio è stabile , (PD) < 90° quando 
l’equilibrio è instabile, e finalmente D = 0 quando l’equi- 
librio è indifferente. Dunque secondo che /’ equilibrio 
fra due forze applicate a due punti invariabilmente 
connessi è stabile , instabile o indifferente si ha 

‘ H <,>,=» 0. - 

Corollario 11. 0 Reciprocamente secondo che si verifica 

V 

H<, >, = 0, 

V equilibrio tra le due forze applicate a due punti sa- 
rà stabile , instabile o indifferente . : Di fatti doven- 
do essere P, D sempre quantità positive, cos (PD) avrà 
lo stesso segno di H ; onde 1’. angolo (PD) sarà > ov- 
vero < 90° secondo che H risulta < ovvero > 0 , e si sa 
che nel primo caso 1’ equilibrio è stabile e nell’ altro in- 
stabile. Quando poi H=0, non potendo essere cos (PD)=0, 
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poiché il sistema de’ punti si pub sottoporre ed una rotazio- 
ne arbitraria, sarà D = 0, e l'equilibrio indifferente. 

Prop. V. a Affinchè le forze P , P' , P“ . . . com- 
prese in uno stesso piano ed applicate ad un sistema 
di forma invariabile siano in equilibrio , si richiede che 
svanisca si la forza principale , si la coppia risul- 
tante. 

Di fatti la prima condizione rende impossibile qualun- 
que ^movimento di traslazione, e l’altra rende impossibi- 
le qualunque movimento rotatorio nel sistema. 

Corollario. Dunque l’equazioni , a cui debbono sod- 
disfare le forze P, P' P“, . . . comprese in uno stesso 
piano affinchè si tengano in equilibrio sono (prop. a Vili.® 
cap. V° ) 

2 P cos u = 0 2 P sen « = 0 

£ P ( y cos « — x sen « ) «= 0. 

La prima di queste esprime l’ impossibilità di ogni mo- 
vimento traslatorio , e l'altra esprime l’ impossibilità di 
ogni movimento rotatorio nei sistema. 

Prop. VI.® Se le forze P , P 1 , P" , comprese 

in uno stesso piano ed applicate ad un sistema rigido 
sono in equilibrio , questo equilibrio risulta stabile od 
instabile secondo che le due forze eguali ed opposte , 
a cui possono ridursi , tendono ad aumentare od a 
diminuire la distanza dei loro punti di applicazione. 
Ove poi questi due punti coincidono , /’ equilibrio ri- 
sulta indifferente. 

Supponiamo che le forzo P, P', P", , . . . . si siano 

ridotte a due sole P, Q applicate ai punti A, B: ( fig. a 
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41. a ) : siccome il sistema si suppone in equilibrio, queste 
due forze saranno eguali e contrarie , e potranno rap- 
presentarsi per le due rette AP , BQ se tendono ad au- 
mentare la distanza AB , e per Ap , B q nel caso opposto. 
Sia 00' 1’ asse di rotazione del piano ; A'B' una retta 
eguale e parallele ad AB : è chiaro che le forze AP, BQ 
potranno esser sostituite dalle eguali , parallele e traenti 
nello stesso loro verso A'P' , B'Q 1 ; e le Ap , B q dalle A'//, 
By ad esse eguali e parallele e traenti nello stesso lo- 
ro verso. Di fatti questa sostituzione si traduce nel tra- 
sporto di una coppia parallelamente a se stessa nel pro- 
prio suo piano. Ora si faccia rotare il piano delle forzo 
intorno all’ asse 00 ; , e supponiamo che A'B' prenda la 
posizione di A"B" : quando le forze P , Q sono rap- 
presentate da A'P', B'Q', in seguito di questa rotazione 
diventano A"P», B B Q“, ed è chiaro che questa còppia ten- 
de a ricondurre il piano alla primitiva posizione di equi- 
librio ; quando poi P, Q sono rappresentate da A'y, By 
per la rotazione del piano diventano A u p" , B"tj" e tendo- 
no ad allontanare vieppiù il piano della primitiva posi- 
zione. Finalmente se si suppongono coincidenti i punti 
A, B le forze P, Q, comunque gira il piano, sempre si 
elidono. Quindi 1’ equilibrio sarà stabile , instabile o in- 
differente , secondo che la distanza AB sotto 1’ azione 
delle forze P , Q tende a crescere, od a diminuire, o puro 
è nulla. 

Corollario . Siccome nel caso presente la rotazione del 
sistema riduce le forze ad una sola coppia , così si ha 
H PD cos (PD). In conseguenza la (4) del cap.° Y.° 
diventa 

S P (y sen « -j- x cos « ) = — PD cos (PD) ; 
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e ragionando come qui innanzi troveremo rispetto ad mi- 
sistema dì forze comprese nello stesso piano V equi- 
librio stabile , instabile o indifferente secondo che 
risulta 



2P(ysena-f-a;cos«)>,<, = 0. 

t 

Scolio J.° Si è dimostrato ( capitolo V.°, prop. YI. a , 
corollario I.° ) che quando un sistema di forze compreso 
nello stesso piano è in equilibrio , girando queste forze 
nel loro piano ed intorno ai rispettivi punti di applicazio- 
ne per modo , che le loro direzioni si taglino sempre 
sotto i primitivi angoli, si sviluppa una coppia , la qua- 
le diventa massima allorché la rotazione delle forze è di 
un angolo retto, ed il momento lineare di questa coppia è 

11 = — SP(a;cos« + y sen <* ). 

« . ,1 t *“ t V ■ • 

Se si lasciano immobili le forze , e sotto di esse si fa 
girare il loro piano intorno ad un asse perpendicolare ed 
in senso contrario , la posizione rispettiva del piano e 
delle forze rimane la stessa ; onde la coppia che si svi- 
luppa per la rotazione del piano avrà lo stesso valor nu- 
merico e lo stesso segno che nel caso precedente. Quan- 
do l’ equilibrid è stabile , H risulta < 0 ; e per contrario 
Il risulta > 0 , quando P equilibrio è instabile. Dunque H 
è un massimo positivo o negativo , cioè un massimo od 
un minimo , secondo che l'equilibrio è instabile o sta- 
bile , e per contrario _ 

2 P ( x cos « -f- y sen « ) 
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è uno minimo od un massimo , secondo che l' equili- 
brio è instabile o stabile . 

Scolio. 11. 0 Si denomina asse di equilibrio di un sislc- 
ma rigido quella reità, intorno alla quale girando il siste- 
ma, le forze che agiscono su di esso si fanno incessan- 
temente equilibrio. 

Corollario. Dunque 1’ equilibrio indifferente di più for- 
ze posto in uno stesso piano ed applicate ad un sistema 
rigido include necessariamente 1’ esistenza di un asse di 
equilibrio, o questo è 1’ asse di rotazione del loro piano.- 

Prop. VII. 3 Se un sistema rigido sottoposto all'azio- 
ne di più forze comprese in uno stesso piano ammette 
un asse di equilibrio , ne ammetterà infiniti altri, ad 
esso paralleli. ; 

So 00' è un asse di equilibrio , rispetto ad 0 si ha 
H = 0 , e per conseguenza PDcos (PD) = 0 , comun- 
que il sistema roti intorno a questo asse. Non potendo 
essere perciò nè P = 0, nè cos (PD) = 0, sarà I) == 0, 
vale a dire le forze P, Q eguali ed opposte avranno co- 
mune il punto di applicazione. Ora in qualunque punto 
del piano si trasportano queste forzo, si troveranno sem- 
pre eguali , opposte ed applicale ad uno stesso punto. 
Dunque per qualunque punto del piano risulterà li = 0, 
e la perpendicolare elevata sul piano da questo punto 
sarà un asse di equilibrio. 

Prop. Vili. 3 Se ad un sistema rigido sono applicate 
le forze P , P\ P", ... . comunque dirette nello spa- 
zio , e risultano = 0 si la forza principale si il mo-, 
mento della coppia risultante , le forze proposte sono 
in equilibrio. f . » 

Le due enunciale condizioni rendono impossibile nel 
sistema ogni movimento di traslazione e di rotazione ; 
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e ciò appurilo si richiede onde un sistema di forze sia 
in equilibrio. 

Corollario. Dunque l’ equazioni di condizione per l'equi- 
librio di più forze applicate ad un sistema rigido sono 

X = 0, Y = 0, Z = 0 

L = 0 , M = 0 , N = 0 

supponendo i valori di X , Y , Z ; L , M , N determinati 
dall’ equazioni (6) e (7) del cap.° Yl.° Di fatti la con- 
dizione di R — 0 si risolve nelle prime tre delle prece- 
denti equazioni, e la condizione di n = 0 si risolve 
nelle altre t re. 

Prop. IX. a V equilibrio delle forze P , P', P",'- • 
applicate ad un solido e dirette comunque nello spa- 
zio è stabile , instabile o indifferente , quando il soli- 
do si fa rotare intorno ad un asse , secondo che 
per le proiezioni di queste forze in un piano a sif- 
fatto asse perpendicolare si verifica V equilibrio sta- 
bile , instabile o indifferente. 

Sia OZ T asse di rotazione del sistema ( fig. a 3A a ) ; 
XOY un piano che lo taglia in 0 ad angoli retti. A 
ciascuna forza AP del sistema si sostituisca una for- 
za eguale e parallela Oj o" applicata in 0, ed una cop- 
pia AP, C y. Siccome il sistema è in equilibrio nella 
sua posizione primitiva , e durante la sua rotazione in- 
torno ad OZ , restando lo forze invariate si rispet- 
to alla intensità , come rispetto alla direzione , le for- 
ze 0 p u avranno sempre la loro risultante = 0 , onde 
non è mestieri di tenerne più conto. In quanto al si- 
stema delle coppie AP , 0 p', è da osservasi che se si 
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scompone ciascuna loro forza in due altre rispettivamente pa- 
rallele ad OZ ed al piano XOY , questo sistema verrà sosti- 
tuito da due altri sistemi di coppie tali , che quelle dell’un 
sistema si troveranno in piani paralleli ad OZ , e quelle 
dell’altro in piani paralleli ad XOY. Pel supposto equilibrio 
del solido nella sua posizione primitiva ciascuno di questi 
due sistemi di coppie dovrà esser da se = 0 ; onde le forze 
parallele ad OZ dovranno ridursi a due forze eguali e 
contrarie parallele ad OZ. Trasportando le coppie paral- 
lele ad XOY in questo piano , si avrà anche un sistema 
di forze riducibile a due sole eguali e contrarie. Ora 
supponiamo che il solido , a cui sono applicate le date 
forze , giri intorno ad OZ : siccome nè le forze paral- 
lele a questo asse , nè i bracci di leva delle coppie che 
esse formano, soffrono variazione, tali forze continueranno 
ad elidersi. Le due forze però eguali e contrarie , poste 
nel piano XOY , per la rotazione del sistema si trasforme- 
ranno in una coppia ; onde 1’ equilibrio del solido stesso 
dipenderà in quanto alla specie dell'indole di questa coppia. 
Ma proiettando lo forze del sistema nel piano XOY, e com- 
ponendo queste proiezioni si sarebbe ottenuta questa 
coppia stessa. Dunque le specie dell’ equilibrio del si- 
stema sarà la stessa , che la specie dell’ equilibrio dì 
queste proiezioni. 

Corollario. Siano OX, OY, OZ ; 0X„ OY,, OZ, duo 
sistemi di assi rettangolari convergenti in 0 : rappresen- 
tando con X, Y, Z ; X,, Y,, Z, lo proiezioni di P su 
questi due sistemi di assi , e con x, y, z ; x t , y t , 
le coordinate del suo punto di applicazione, sarà 

S(X*+Yy+Z S ) = =(X,r,+ Y .y+Z.z.) 
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poiché ciascuna di queste somme equivale a XPDcos(PD). 

Si scelgano gli assi OX # , OY^ OZ, per modo che OZ, 
coincida coll’ asse di rotazione del solido : siccome le com- 
ponenti della proiezione di P nel piano X,OY, sono X,.Y # ; 
cosi , per le cose dette qui innanzi , P equilibrio sarà 
stabile od instabile secondo che 

*(X*+Y ,y.) 

è un massimo od un minimo . Ma per la rotazione del 
sistema intorno ad OZ la somma SZ z non varia. Don- 

* « i 

que P equilibrio sarà stabile od instabile secondo che 
~ s (V^+Yj^+Z, z,) 
e conseguentemente secondo che 

A * 

2 (Xxc+Yy-l'Z*) 

è un massimo od un minimo- 

Prop. X. a Trovare la posizione dell ' asse di equili- 
brio di un dato sistema rigido sottoposto all 1 azione ' 
di un numero qualunque di forze- 

Siano OX, OY, OZ tre assi rettangolari; (fig. a 34. a ) 00' 
una retta menata a piacimento per 0 : se 00' è asse di 
equilibrio , le somme delle proiezioni de’ momenti rispetto ad 
00' su i tre assi OX , OY , OZ debbono svanire. Sia- 
no g, *i, t, le proiezioni della perpendicolare condotta dal 
punto A ad 00' ; X, Y , Z le componenti di P parallele 
ai tre assi , e sarà 

2(Xfl — Yg) = 0, 2(ZE— X?) = 0, 2(Y?— Zn) = 0.-(2) 
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Or se Con x y fi , v si rappresentano gli angoli che 00' fa 
coi tre assi , si ha 

, ^ 

| =3 y COS v — ‘ JS COS P 

%= z cos X X COS v 

^ = x cos i* — y cos X. 



Laonde sostituendo questi valori nell’ equazioni prece-* 
denti , e ponendo per brevità 



2Y a =2Zy=F; 2 ( y Y + Z z) = f 
2 r fx = 2 Xs == G ; ' ^ ( zL + xk ) = g 
Xy = S Yx = K ; ^ ( a?X -j“ y Y ) = k 



( 3 ) 



troveremo i seguenti risultati 

F cos (* “1“ G COS X = k COS y | 

K cos x -j- F cos v = y cos (a > (4). 

G cos v -j- K cos (* = jr cos x j 



Combinando le (4) con l 1 equazione 

COS 1 X + COS* (A -j- cos* v = 1 , 

si ottengono gli angoli che 00' deve fare coi tre assi 
delle coordinate. 

Corollario l.° Facendo 1’ eliminazione dei tre coseni 
fra le (4) , si ottiene 

2FGK + F Y + G 'g + K*4 — /yfc = 0 (5). 
Dunque affinchè mi sistema di forze abbia un asse 
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di equilibrio si richiede che F , soddisfac- 

ciano all' equazione di condizione (5). 

Corollario 11 . 0 Se l’asse di equilibrio si fa coincide- 
re con l’asso OZ, si lia cos X = 0, cos f* = 0, cos v = l, 
e le (4) diventano 

2 (xX + yY) = 0 ; 2 ly = 0 ; X Zx = 0 (6). 

Similmente se gli assi OX , OY sono assi di equili- 
brio , si ha 

2 (yY + zi) = 0 ; 2 \y = 0 ; 2 Xz = 0 (7) 

2 (zZ + X*) = 0 ; 2 Yz = 0 ; 2Yx = 0 (8). 

Or supponiamo che abbiano luogo simultaneamente 1’ e- 
quazioni (6) , (7) , (8) : è chiaro che le (5) e (4) re- 
stano soddisfatte , qualunque siano i valori di X , p , v. 
Dunque se per un sistema di forze applicate ad un 
solido si hanno tre assi di equilibrio non posti nello 
stesso piano e che a due a due si tagliano ad angoli 
retti in uno stesso punto , tutte le altre rette che pas- 
sano per lo stesso punto saranno pure assi di equili- 
brio. 

Corollario Uh 0 Supponiamo che si verifichino le so- 
le equazioni (7) e (8) , cioè che il solido abbia due as- 
si di equilibrio coincidenti con OX ed OY : sarà f *=. 0, 
g =3 0 , K = 0, G = 0 , F = 0. Questi valori rendono 
identica la (5) , e riducono le (4) alla sola equazione 
k cos v=0. Or non potendo essere 4=0 , sarà cos •'=0, 
cioè l’ asse 00' si troverà nel piano X0Y ; e siccome ri- 
sultano indeterminati i valori di cos X , cos p , dobbiamo 
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conchiudere che se un solido ha due assi rettangola- 
ri di equilibrio convergenti in un punto , tutte le 
rette che passano per questo punto e giacciono nel pia- 
no , nel quale trovami questi due assi , sono altresi 
assi di equilibrio. 

Prop. IX. a Se 00‘ è un asse di equilibrio , ogni al- 
tra retta ad esso parallela è pure asse di equilibrio. 

Sia 0 0' 4 una retta parallela ad 00' condotta per un 
punto 0; preso ad arbitrio. Per 0, si menino tre assi 
0 4 X 4 , 0 4 Y 4 , 0 4 Z 4 . paralleli rispettivamente ad 0X, 0Y, OZ, 
e rappresentino Xi, y,, z,, le coordinato relative al nuovo 
sistema di assi. Siano poi F 4 , G 4 , K # , f t , g,, k t i valori che 
prendono F, G, R, f, g, k quando queste quantità si riferi- 
scono alla retta 0 0': è evidente che se 0.0/ è un 

4 4 I 

asse di equilibrio , deve verificarsi 1’ equazione 

; \ 

2F.G,K. + F.Y, + G,> + K,\t - f.g.k. = 0 (9). 

Ma rappresentando con «, c le coordinate della nuo- 
va origine 0 t , ed osservando che 

x, = a +■ a? ; y, = 4 + y ; z t = c + z 

risulta evidentemente F, = F; G, = G ; K, => K ; f,= fi 
g, = g ; kt — poiché pel supposto equilibrio del so- 
lido si ha 

SX = 0, 2 Y = 0 , 2 Z £= 0 , 

Dunque l equazione (9) s'identifica colla (5), e però 0 4 0 ; > 
è anche asse di equilibrio. 
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Prop. XII. 4 Trovare le condizioni dell' equilibrio di 
un solido sostenuto da un fulcro o pernio fisso. 

Allorché un sistema rigido contiene un punto fisso , si 
può assumere questo punto come origine o punto di ap- 
plicazione della forza principale. In tal caso l 1 equazioni 

2 P COS “ =s 0, ^ P COS P = 0, X P COS 7 = 0 

diventano identiche, poiché la forza principale è distrut- 
ta dalla resistenza del fulcro, e per l 1 equilibrio del pro- 
posto sistema si richiede che le forze soddisfacciano alle 
condizioni L = 0, M = 0, N = 0. 

Corollario. Sia (R) la forza che dovrebbe aggiunger- 
si alle forze del sistema per tenerlo in equilibrio, se non 
vi fosse il fulcro. Siccome qnesta forza ha lo stesso pun- 
to di applicazione della forza principale , non dà origine 
ad alcuna coppia novella , ma soltanto a tre nuove com- 
ponenti (X) , (Y) , (l) parallele ai tre assi. In tale ipo- 
tesi le condizioni dell’ equilibrio sono 

(Z)+2Pcos*=0; (Y) + 2PcosA = 0; (Z)+2Pcosr=0 
L = 0 , M = 0 , N = 0. 

Dalle prime tre equazioni risulta evidentemente che (R) 
deve essere eguale e contraria alla forza principale. Ma 
la pressione che sostiene il fulcro è eguale e contraria 
alla resistenza , che esso presenta al moto del sistema. 
Dunque la pressione del fulcro è rappresentata nella 
intensità e nella direzione della forza principale . 

Prop. XIII. a Trovare le condizioni dell ’ equilibrio di 
un sistema rigido sostenuto da due punti fissi- 

Siano 00" ( fig. 4 34-. 4 ) i due punti fissi del propo- 
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sto sistema. Prendiamo il punto 0 per origine o punto 
di applicazione della forza principale , 00" per asse del- 
la componenle 2 P cos «. Inoltre siano OY, OZ gli altri 
due assi di proiezione delle forze , ovvero gli assi delle 
componenti £ P cos P, 2 P cos y ,• ed (R) , (R') le forze 
che dovrebbero sostituirsi ai due punti fissi per tenere 
il sistema in equilibrio. La forza (R) essendo applicata 
in 0 darà soltanto tre componenti (X) , (Y), (Z) applicate 
allo stesso punto e computate su i (re assi. Per contra- 
rio la forza (R') darà tre componenti (X'J, (Y'), (Z') appli- 
cate in 0". Trasportando (X'J in 0 , non si darà luogo 
ad alcuna coppia. Perb trasportando nello stesso pun- 
to 0 le altre due componenti (Y’J, (Z'J, si darà luogo a 
due coppie, i cui due momenti lineari sono (Y'J.OO" ; 
(Z'J. 00". Ponendo dunque 00"= D, le condizioni di equi- 
librio del proposto solido saranno 

-f- 2 P cos <* = (M L = 0 
-fSPcosP— 0 (1J M -j- D (Y'J = 0 

+ 2Pcosy = 0| N + D (Z'J = 0 

Corollario l.° La prima dell’ equazioni (1) dimostra 
che 1’ asse 00" è sospinto nella sua propria direzione 
dalla forza 2 P cosa. Le altre quattro forze , ovvero le 
pressioni normali ad 00" si hanno agevolmente dalle al- 
tre equazioni (1J e (2J. 

Corollario II -° Se le forze del sistema sono due so. 
le e si trovano applicale ai punti 0 , 0", facendo girare 
il sistema intorno all’asse 00" per modo , che le forze 
restano parallele a se stesse, le pressioni sull’asse suddetto 
saranno costanti per tutta la rotazione del sistema. 

Scolio. Le due forze , alle quali è riducibile il siste- 

7 




(X) + (X'J 
(Yj + (Y'J 
(ZJ + (Z'J 
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ina delle forze applicate ad un solido, si possono sempre 
determinare in infiniti modi , anche aggiungendo la 
condizione che, comunque il solido giri intorno ad un dato 
asse, esse risultino tuttora equivalenti a quelle del siste- 
ma- II Mòbili & (*) ha trovato che esiste un iperboloide 
iperbolico determinato dalla natura del sistema delle forze 
e della posizione dell’asse di rotazione , il quale ha la pro- 
prietà che se in qualunque delle sue rette generatrici si 
prendono ad arbitrio due punti , questi si possono assu- 
mere come punti di applicazione delle suddette due forze. 
Però l' azione di queste due forze ( e quindi delle forze del 
sistema ) sull’ asse, mentre si esegue la rotazione del so- 
lido , è variabile , perchè i loro punti di applicazione rispet- 
to all’asse stesse ricevono continuamente una diversa po- 
sizione. Quando questi punti di applicazione si trovano 
sull’ asse in parola , allora soltanto 1’ azione delle forze 
su di esso risulta costante per tutta la rotazione del so- 
lido. Un tale asse è stato denominato asse principale di 
rotazione del solido dal lodato Autore. 

Corollario. Dunque: — 1.° se un solido è sottoposto 
all’ azione di due sole forze , la retta che unisce i loro 
punti di applicazione è un asse principale *, — II. ° se ad 
un solido è applicato un sistema di forze o comprese 
nello stesso piano o parallele allo stesso piano , la retta 
centrale di questo sistema è uno degli assi principali 
del solido. 

Prop. XI V a Se le forze applicate ad un sistema ri 
gido sono due sole , rotando il sistema intorno ad un 
asse perpendicolare ad un piano parallelo alle stesse 
forze e condotto pel centro delle loro proiezioni in detto 



(*) V. Lehrbuch der Statik , erster Theil §. 137. 
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piano , la loro azione su quest' asss è invariabile come 
se fossero immediatamente ad esso applicate. 

Siano AP, À'P'le forze, (fìg.“ 42.“), A ed A'i loro punti 
di applicazione, MN un piano condotto per AP e parallelo ad 
A'P'. Sia inoltre RS la proiezione di A'P' nel piano MN, 
ed RT = SR sul prolungamento di SR. Finalmente sia 
0 il centro dì AP, RS, ed OF la loro risultante. Poiché 
le forze AP, A'P* durante la rotazione del sistema intor- 
no all’ asse OB elevato dal punto 0 normalmente su 
MN sono equivalenti con AP, RS, A'P', RT, saranno al- 
tresì equivalenti con OF e colla coppia A'F, RT. I pun- 
ti di applicazione A' , R di questa coppia si trovano in 
un piano parallelo ad OB; onde durante la rotazione del 
sistema il piano della coppia resta parallelo all’asse stesso, 
e la coppia può esser sostituita da un’ altra di egual mo- 
mento e che abbia per punti di applicazione 0, B. Sia- 
no BG , OD le forze di quoata nuova coppia : è chiaro 
che PA, P'A' durante la rotazione del sistema intorno ad 
OB saranno equivalenti con OF, BC, OD, cioè con OG, 
BC, se OG rappresenta la risultante di OF ed OD. 

Corollario L° Dunque un solido sottoposto all'azio- 
ne di due sole forze ha due soli assi principali , e questi 
sono la retta che unisce i punti di applicazione delle 
due forze, e la retta eh' è normale al piano parallela 
alle forze e passa pel centro delle loro proiezioni in 
questo piano . 

Corollario IL 0 Le forze P, P', P", . . applicale al solido 
sieno parallele ad un piano XOY o comprese nello stesso 
piano, e si riducano a due gruppi paralleli a due assi rettan- 
golari OX, OY posti in questo piano. Rappresentino poi 
2X, 2Y le risultanti dei due gruppi paralleli : gli assi prin- 
cipali delle2X,5Y saranno pure assi principali di P,P',P",... 

• 
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Ora uno di questi assi è la retta centrale , e l’altro è. 
la retta che dal centro delle due forze 2X, 2Y, vale a 
dire dal centro delle proiezioni di P, P', P" . . . nel pia. 
no XOY si è elevata perpendicolarmente a questo piano. 
Nè oltre di questi due assi ve ne hanno altri , poiché 
qualunque siano gli assi delle forze , i centri delle 2X, 
si trovano sempre sulla retta centrale. Dunque un 
sistema di forze parallele ai uno stesso piano o po- 
ste nello stesso piana , ha due soli assi principali , 
sono la retta centrale , e la retta che dal centro delle 
proiezioni delle forze nel piano parallelo alle loro 
direzioni si eleva perpendicolarmente sullo stesso piano . 

Corollario 111 ." Se le forze applicate al solido si ridu- 
cono ad una coppia , questi teoremi non hanno più luogo. 

Prop. XY Se un solido sottoposto all' azione di più 
forze P , P\ comunque dirette nello spazio 

ha un asse principale di rotazione , ne avrà pure un 
altro coniugato . 

Supponiamo che il proposto solido abbia un asse prin- 
cipale di rotazione 00' : le forze P, P', P", . . . saranno 
riducibili a due sole F, F ; che incontrano sempre 00', 
comunque il solido giri intorno a questo asse. Questo solido 
dunque può in tal caso considerarsi come sottoposto all’ a- 
zione di due forze uniche. Ala un solido sottoposto all’ azio- 
ne di due forze uniche ha due assi principali di rotazione. 
Dunque se il solido proposto ha un asse principale , ne 
avrà anche un altro coniugato. 

Scolio. A completare la teorica degli assi principali 
di rotazione de’solidi resterebbe a trovare le formole, che 
ne determinano la posizione, e le belle conseguenze che ne 
derivano. I limiti di quest’ opera non permettendo di esten- 
derci a siffatta ricerca , saremo c utenti di dire che questa 
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dottrina è stata con molta eleganza e completamente trat- 
tata dal lodato Mobius (*) e da un altro celebre Geome- 
tra Tedesco Minding (**) , è passeremo a trattare dell’equi- 
librio de’ sistemi di forma variabile . 

. CAPITOLO IX. 

, ì 

dell’equilibrio de’ sistemi di figura variabile. 

Il caso più semplice, che si presenta in questa teorica, 
si è l’equilibrio di un punto , sul quale agiscono tre forze 
per mezzo di tre cordoni in esso riuniti. Cominceremo dun- 
que dal trattar questo caso sì per 1’ addotta ragione , 
si perchè esso è come il fondamento delle altre dottrine 
che dovranno esporsi in questo capitolo. 

Prop. I. a Se tre forze agiscono per mezzo di tre cor- 
doni riuniti in un sol nodo fìsso e sono in equilibrio , 
gli assi dei tre cordoni si trovano in uno stesso pia- 
no , e ciascuna forza è proporzionale al seno dell ’ an- 
golo formato dalle altre due . 

Si è dimostrato nel capitolo I.° che tre forze applica- 
te ad uno stesso punto debbono esser comprese in uno 
stesso piano a poter essere in equilibrio. Dunque sicco- 
me gli assi dei cordoni rappresentano le direzioni delle 
forze applicate al nodo , questi assi saranno in uno stes- 
so piano. Inoltre essendo le tre forze in equilibrio, cia- 
scuna di esse è eguale e contraria alla risultante delle 
altre due. Ora fra la risultante di due forze applicate 
ad uno stesso punto e le componenti esiste precisnmen- 

. ' . t * • ' ; • . : » ' 

* ; , , . . . .j "... , 1 ‘ ^ 

C) V. l’opera qui innanzi citata. 

(*‘) V. il Giornale Matematico di Creile , tom. XIV e XV. 
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lo la proporzione di sopra enunciata. Dunque è vero i{ 
proposto teorema. 

Corollario 1° Se ( fig. a 43-* ) P, Q, R sono ire for- 
ze che agiscono sul nodo N mediante i tre cordoni NA, 
NB, NC, sarà 



= _9 «_ m. 

sen BNC senANC senANB 

Corollario JI° Se U rappresenta il peso di tutta la 
fune ANB, e si suppone l’angolo ANB=180“, la fune 
è tesa in linea retta , e risulla P = :o , Q = oo. Dun- 
que non vi sono sforzi bastevoli per tener distesa in li- 
nea retta una corda pesante allorché i seni degli ango- 
li BIS’G, ANC non svaniscono , cioè quando questa retta 
non è verticale. 

Corollario 111. 0 Se la direzione di R taglia per metà 
l’angolo ANB che formano i due cordoni , si ha 



P = Q = r 



R 



2 cos y» AMB 



( 2 ), 



e bisognerà applicare ai due capi A, B due forze eguali 
per equilibrare R. 

Corollario IV- 0 Le tensioni che soffrono i cordoni NA , 
NB coincidono evidentemente in intensità e direzione col- 
lo forze P, Q. E se invece di supporre applicate in A e 
B le forze P , Q , questi punti si suppongono fissi , le 
pressioni corrispondenti risultano eguali e contrarie a P, 
Q. Dunque l’ equazioni (1) servono a trovare si le ten- 
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sioni de’ cordoni , si le pressioni che sostengono i fulcri , 
se a questi sono attaccati i Cordoni medesimi. 

Corollario V-° Se i punti A , B si suppongono fissi , 
ed il nodo N è scorrevole lungo il cordone ANB, la for- 
za R fa muovere N lungo la periferia di una ellisse 
che ha i fuochi in A, B, e gli assi dei cordoni coinci- 
dono coi raggi vettori condotti dai fuochi al punto della 
curva, che occupa N. Siccome le resistenze di A e B si 
trasmettono in N, la curva può supporsi resistente, e si 
può astrarre dalle resistenze di A, B. Ma allora R deve 
essere diretta secondo la normale condotta in N alla cur 
va , e per conseguenza deve coincidere colla bisettrice 
dell’ angolo ANB. Dunque se un nodo scorrevole lunrfn 
un cordone fisso nei suoi estremi è sottoposto all' azio- 
ne di una forza qualunque , richiedesi pel suo equi- 
librio — l.° che la forza sia nel piano che passa per 
gli assi delle due parti del cordone — 2-° che divida 
per meta V angolo , che formano le due parti del cor- 
done comprese fra il nodo ed i punti fissi ■ 

Prop. II. a 11 poi igono funicolare JNJV i N"N"'B (fig . a A4. a ) 
è sollecitato dalle forze F, P, P 1 , P "' , F'- si do- 

mandano le condizioni necessarie a verificarsi affinchè 
sia in equilibrio . 

Se nel proposto sistema ciascun punto di applicazione 
delle forze si suppone in equilibrio indipendentemente da- 
gli altri , 1’ equilibrio del sistema è posto fuori di ogni 
dubbio. Le forze che agiscono su ciascun vertice del po- 
ligono sono la forza che vi è applicata , e le tensioni 
de’ due cordoni che in esso si riuniscono. Ora per Tequi- . 
lìbrio di ciascuno di questi sistemi si richiede che le forze 
che Io compongono siano in uno stesso piano, e, soddisfac- 
ciano all’ equazioni (1). Dunque per 1’ equilibrio del poli- 
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gono proposto si richiede che denominando T , T\ V 1 , 
T"\ T'"' le tensioni de'lati AN. NN', N'N 11 , N u N ut ì N m I}, 
si abbia 

■ i 

T : T' : P = sen PNN', : sen PN \ : sen ANN' ) 

T': T" : P' = sen P'N'N" : sen P'N'N : sen NN'N''* V (3). 

ec: ec: ec: , . ! y 



È evidente poi che le tensioni dei due Iati estremi AN, BN'" 
sono rappresentale dalle forzo F, F'. 

Corollario l.° Se le forze P, P', P“, i . , . .dividono 

per metà gli angoli ANN', NN'N'', ciascuna delle 

relazioni (3) dovendo diventare identica colla (2), si avrà 
T = T’ = T" = . . . , cioè i cordoni saranno egual- 
mente tesi , ed inoltre il valore della tensione di un 
cordone qualunque sarà espressa dalla metà di una 
forza qualunque divisa pel coseno dell' angolo che fa 
colla fune , al cui estremo essa è applicata. 

Corollario li. 0 Se il poligono è chiuso e regolare, ri- 
sultano tutti eguali fra loro gli angoli ANN' NN'N’", . . . , 
e quindi eguali tutte le forze. Sia C il centro del cer- 
chio circoscritto al poligono : congiunti i raggi CN , CN 1 , 
si ha 




incese IW-f, 



onde quando il poligono funicolare è chiuso e regola- 
re , il valore della forza è quarto proporzionale in or- 
dine al raggio del cerchio circoscritto , al lato del 
poligono , ed alla tensione. 

Prop. III. 8 Nel poligono funicolare in equilibrio eia - 
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senti cordone è tesò dalla forza che lo investe , co- 
me lo sarebbe dalla risultante di tutte le forze pre- 
cedenti, in esso trasportate parallelamente alle loro di- 
rezioni. 

Essendo il poligono in equilibrio , lo sarà ancora quan- 
to i suoi lati si suppongono perfettamente invariabili a 
guisa di verghe rigide , serbando le primitive lunghez- 
ze. Consideriamo adesso la tensione del lato IY’iM'" : sic- 
come questa deve essere eguale e contraria alla risultan- 
te di tutte le forze P, P', P", poiché in ogni sistema ri- 
gido in equilibrio una forza deve essere eguale e con- 
traria alla risultante di tutte le altre; ne viene per con- 
seguenza che le forze P, P', P" trasportale in IN 1 *' deb- • 
bono dare per risultante una forza eguale e contraria alla 
tensione del lato N*N'“. 

Prop. IV. a Trovare le condizioni dell ’ equilibrio di 
un poligono funicolare sottoposto all ’ azione di forze 
parallele. 

Per l’equilibrio del punto N si richiede che le tre ret- 
te AN, NP, NN' siano in uno stesso piano; e similmen- 
te per P equilibrio del punto IN' si richiede che le tre 
rette NN' , N'P 1 , NW siano anche in uno stesso piano. 

Ma per ipotesi le rette NP, N*P* sono parallele , e quin- 
di in un medesimo piano con NN*. Dunque i piani che 
passano per i due sistemi di rette AN, NP, NN' ; NN*, 
N'P', N'N" si confondono. Proseguendo a ragionare nello 
' stesso modo troveremo che la prima condizione per l’equi- 
librio del proposto poligono si è che tutti i suoi lati e 
tutte le forze siano in un solo e medesimo piano. Inol- 
tre si ha dell’ equazioni ($)• 
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T. seri PNA . T' sen P'N'N 1 

T\ sen PNN' “ T". sen P'N'N" ’ 

’ 1 * . N * * ' , • • » " • ' ì ' 

e per conseguenza f • ’ • . ; '1 

* l - • * t 

T. sen PNA _ T. sen PIVA, sen P'N'N 
T.'sen PNN' . T."sen PNN. 'sen P'N'N™ 

( - ' >'<: ■ • i • " r ' . -i '>> •' 1 

Ma essendo parallele le fòrze NP , N'P', N*P" risultano 
eguali i seni degli angoli PNN', P'N'N , come pure ri- 
' sultano eguali i seni degli angoli P'N'N", P"N"N'. Dunque 
la relazione precedente si risolve in 

. ' ■ ■’ i . l >*. ‘>1.* I -SI • • 

T.sen PNA ss T'.scn P'N'N = T".sen P"N"N' , 

c dimostra che la seconda condizione necessaria per l’ equi- 
librio del proposto poligono si è che la tensione di cia- 
scun lato deve essere inversamente proporzionale al se- 
no dell 1 angolo , che fa colla forza applicata al suo pun- 
to, estremo. i 

Corollario l.° Le quantità T.sen PNA , T'.sen P N'N, 
T".sen P"N"ìV, rappresentano le tensioni de’ lati 

AN, NN', N'N", .... perpendicolari alla direzione delle 
forze. Dunque nel poligono funicolare equilibrato da 
forze parallele la tensione di ciascun lato perpendi- 
colare alla direzione delle forze è costante. 

Corollario U-° Supponendo inflessibili i lati del poligo- 
no , 1’ equilibrio non si turba; ed in tale ipotesi le forze 
hanno una risultante R compresa nello stesso loro piano. 
Affinché questa forza R possa farsi equilibrio colle forze 
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F, F', é necessario che sia eguale e contraria aHa loro 
risultante. Dunque le direzioni delle tre forze lì, F, F\ 
hanno lo stesso punto di convergenza. 

Corollario 111. 0 Dunque se le forze parallele applicate 
al poligono sono altrettanti pesi , le tensioni de ’ lati 
estremi e la verticale condotta pel centro di gravità 
di cotesti pesi si taglieranno in uno stesso punto. 

Corollario IV ° Siano X, X' le proiezioni di F, F' or- 
vero delle tensioni de’ lati estremi su di una retta per- 
pendicolare alla direzione delle forze ; Y , Y' le proie- 
zioni delle stesse F , F' su dì una retta parallela alle 
forze: è chiaro che per l’ equilibrio del poligono si avrà 

i X -j- X' = 0 , , 3JP — Y -r Y' = 0 , 

rappresentando con 2P la somma algebrica di tutte le 
forze. Dunque nel poligono funicolare equilibrato da for- 
ze parallele le tensioni de ’ due lati estremi perpendi- 
colari alla direzione delle forze sono eguali e con- 
trarie , e la somma delle tensioni parallele alle forze 
eguaglia la risultante delle stesse forze. 

Scolio l.° Una corda pesante può considerarsi come 
un filo carico d’ una infinità di pesi distribuiti su tutta la 
sua lunghezza. Supponendo questa corda rappresentata 
da SBT ( fig. a 45. a ) e pendente dai due punti fissi S, T, 
sarà mestieri pel suo equilibrio che si trovi tutta compre- 
presa nel piano verticale, che passa per cotesti punti. A 
siffatta curva si è dato il nome di catenaria. 

Scolio 11 ,° Poiché una curva qualunque si può consi- 
derare come il limite di un poligono equilatero ad essa 
inscritto ed i cui lati diventano sempre più piccoli , ovvero 
si può scambiare con un poligono equilatero che abbia 
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i lali infinitamente piccoli, ne viene per conseguenza che 
la catenaria potrà considerarsi come un poligono funi- 
colare equilatero e di lati infinitesimi. Quindi se BN/i/Z 
è il poligono funicolare che ha per limile la catenaria : 

— 1 la direzione del lato N» si confonderà con la dire- 
zione della tangente condotta alla curva in N ; — 2.® il 
cerchio che passa pei tre punti N, n, n' sarà il cerchio 
osculatore della curva nello stesso punto N; — 3.° il 
l'aggio osculatorè di un punto qualunque della curva 
di\ iderà per metà l’angolo del poligono, che ha il vertic e 
in quel punto ; — ■ 4-.° per trovare gli sforzi, che la fune 
esercita su i due punti fissi S , T ^ basterà condurre le 
tangenti alla curva in questi punti; e nel loro punto d’in- 
contro applicando una forza eguale al peso della fune 
stessa , le componenti di questa forza parallele alle due 
tangenti della curva in S , T saranno gli sforzi richiesti; 

— 5.® finalmente per ottenere la tensione in un punto 
qualunque della curva , bisognerà supporre fisso questo 
punto , e cercare la carica che sostiene a cagione del peso 
della rimanente corda , che è in equilibrio sotto di esso. 

Prop. \. a Nella catenaria in equilibrio la tensione 
in un punto qualunque M eguaglia il peso dell ’ arco , 
di' è compreso fra questo punto ed il punto infimo della 
curva , diviso pel seno dell' angolo che fa coll' oriz- 
zonte la tangente condotta in M. 

Sia B il punto infimo della catenaria; 4'Bà la tangente 
condotta alla curva in questo punto , e per conseguenza 
parallela all’ orizzonte ; M/« la tangente condotta in M ; H 
il punto d’ incontro di queste due rette. Poiché le ten- 
sioni no’ punti B, M si esercitano secondo le rette Bà', MH, 
e queste forze debbono equilibrarsi col peso dell’arco BM, 
è mestieri che questo peso si trovi raccolto nel punto i 
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posto sulla verticale che passa per H. Ciò posta, deno- 
minando n il peso de,!’ arco BM , T la tensione che si 
esercita in M, si avrà la proporzione 

T : n = 1 scn M1IB , 

essendo retto l’angolo z'HB. Dunque, poiché MHB=180° — 
MH b' , sarà 

T = — — (&) 

sen Mtlb/ ’ [ ì 

come doveva dimostrarsi. 

Corollario L° Denominando K la tensione nel punto 
infimo B della curva, si ha pure 

T = cos MJB'' ^ 

Dunque nella catenaria in equilibrio la tensione in un 
dato 'punto è reciprocamente proporzionale al coseno del- 
l'angolo^ che fa coll orizzonte la tangente condotta in que- 
sto punto alla curva . Inoltre l’ equazioni (4-j e (5) porgono 

T* = ir + K» 

ponendo mente alla relaziono 

sen*MH£' + cos*MH£' == 1. 

Corollario JI>° Quando la catenaria si suppone uni- 
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forme, il peso di ciascuno dei suoi archi è proporziona- 
le alla propria lunghezza. Ponendo 1’ arco BM=a$, avre- 
mo n =G.s, rappresentando G la gravita’-, e le prece- 
denti equazioni, se si fa = MHA', diventano 



sen ? cos 4 

T* ss GV + K*. (6) 

Da quest’ equazioni si deduce 

R 

* = ‘g <P 

che è l’equazione della catenaria omogenea. La catenaria 
omogenea dunque è una curva tale che la tangente della 
sua inclinazione rispetto all ’ orizzonte cresce proporzio- 
nalmente all ' arco computato dal punto più basso ; e si 
compone di due rami simmetrici rispetto alla verticale 
elevata da qtiesto stesso punto . 

Corollario 111. 0 Se la forza si suppone proporziona- 
le alla proiezione dell’arco sull’ orizzontale B£', si ha n=a 
G.Br = G My. Sia M/* la normale della curva menala 
per M : sarà M q — fg. tg<P , essendo eguali i due ango- 
li M fq, Mllà'. Ciò posto , la equazione (4) diventa 

T _&fq. 

COS<P ’ 

et! eguagliando questo valor di T a quello dato dalla (5), 
si ha 
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La curv a di equilibrio è dunque la parabola , poiché 
nella sola parabola la sunnormale è costante. 

Prop. \’I. a Nella catenaria il raggio di curvatura è 
inversamente proporzionale al quadrato del coseno del- 
V angolo , che misura /' inclinazione della curva ri- 
spetto alV orizzonte. 

Si prendano nella curva Ire punti infinitamente vicini 
N se si congiungono le corde IN» , nn , queste 
rette potranno considerarsi come le tangenti condotte al- 
la curva nei punti N, n. Ciù presupposto, sia «P£ = ; 

npb = <P -f- £ : sarà evidentemente 



K R * 

arc.BN = — tg $ ; arc.B» = -jr tg ( $ + * )- 
fi fi 



Da queste due equazioni si ottiene 

arc.N» =a [ tg ( + * ) — tg ( P J 

(l 



e più semplicemente 



arc.N» = 



K sen 



G cos cos ( $ +• £ ) 



Inoltre pei tre punti N, », n si faccia passare la cir- 
conferenza di un cerchio, che è il cerchio osculatore 
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della curva in N. Se il centro di questo cerchio si sup- 
pone in G , la perpendicolare Ca condotta su di N« di- 
viderà per mezzo questa corda , e sarà 



' » = C« cos C«P = Ca sen — = */> Ca sen », 



poiché l’angolo t è infinitamente piccolo. Ora l’arco Na si 
può scambiare colla corda Na ; onde sarà 




c nel limite, cioè quando il poligono si confonde colla cur- 
va avremo , 





G cos’ <P 



Scolio ■ Nei punti M , B , q si suppongano fissate tre 
carrucole infinitesime , ed inoltre i punti M , q riuniti 
mediante una retta inflessibile. Se fra M e q si tende 
una porzione di corda della stessa natura di MB, il suo 
peso sarà distrutto dalla resistenza della verga rigida 
ed inoltre se in q si adatta un altro pezzo di corda, e 
si fa pendere liberamente da q , tutto il peso di questa 
corda sarà sostenuto da q. Ora supponiamo che le tre 
corde MB , My , B q formino una sola corda continuata : 
è evidente che succederà lo stesso che nel caso prece- 
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dente , e non avverrà cangiamento nè di figura nè di 
tensione in BM. In tal caso però in q avviene una ten- 
sione eguale alla tensione , che si sperimenta in B , au- 
mentata della tensione proveniente dal peso del filo 
cioè questa tensione sarà = K -j- G.By. Ma la tensione in M 
deve essere eguale e contraria a questa tensione , poiché 
il filo M q è in equilibrio. Dunque sarà 



T = K+G.Bry. 



Corollario I. Si faccia \\q — x , e verrà 

T 1 = K* + 2 GKjH-G\e*. 

Pareggiando questo valore di T* con quello dato dalla 
equazione (1) , e ponendo G = A K si ottiene 

s‘ = 1Ax-\-x % 

Corollario 11. Se la catenaria è di piccola saetta , il 
termine x * può trascurarsi rispetto a 2Ax ; e l’ equazio- 
ne precedente, riducendosi ad s’t= 2Aar, dimostra che in 
questo caso la catenaria confondesi con la cicloide ■ Inol- 
tre potendosi anche supporre s—Nq—y senza sensibile 
errore , sarà pure y'= 2Aa? l’equazione della curva di equi- 
librio del filo, e la catenaria potrà scambiarsi eziandio colla 
parabola- 

Prop. VII * Trovare le condizioni dell 1 equilibrio di 
un filo flessibile ed inestensibile sollecitato da forze 
ad esso perpendicolari. 

Sia SBT la curva di equilibrio del filo proposto; Ni*, 
nn 1 due lati di un poligono equilatero ed infinilalero in- 
scritto alla curva ; C il centro del cerchio che passa pei 
tre punti N, n, n ovvero il cerchio osculatore di « sarà 

8 
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R = C/j = 



fin 

2 cos V.Nrm 



La tensione che sostiene in N il filo è definita dall’equazione 



T— 

2 cos •/. Nnn* 

rappresentando con P la forza applicata in », e che è 
diretta per ipotesi secndo C». Laonde sarà 

P.R = T.Nn. 

Ma T è costante per tutti i punti della curva , poiché 
le forze applicate ne’ diversi punti del filo dividono per 
metà gli angoli del poligono inscritto alla curva. Dunque 
sarà ancheT.N» una quantità costante. Rappresentanto que- 
sto prodotto per A*, troveremo per la condizione dell equi- 
librio del filo 




vale a dire che la forza applicata in ciascun punto 
della curva deve essere inversamente proporzionale al 
raggio osculatore dello stesso punto. 

Corollario . Se le forze che sollecitano il filo sono egua- 
li , la curva di equilibrio sarà un cerchio . 

Prop. Vili.* Si domanda la figura di equilibrio di 
una vela rettangolare gonfiata dal vento. 

Rappresenti ( fig. a 45. a ) SBT una sezione della vela 
fatta con un piano orizzontale , Vn la direzione secondo 
la quale il vento percuote la vela, W la forza del vento me- 
desimo. Dal punto N si meni la N h perpendicolare alla dire- 
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zione del vento : è chiaro che NA sarà la proiezione di N» 
sulla perpendicolare alla direzione del vento; ed il numero 
delle molecole di aria che urtano contro N/i sarà propor- 
zionale non già ad N/z, ma bensì alla suddetta sua proie- 
zione N/i. (*) Posto dunque N/z = c, l’angolo nNA = <P, ed 
= P la pressione del vento contro Nn , sarà 

P = Wc cos cp. - 

Le componenti di P parallele ad N/i , ed alla sua per- 
pendicolare C/i sono rispettivamente Wccos<Psen<P , e 
Wccos’ip , poiché gli angoli C/zV , nNà sono eguali fra loro. 
Ma l’effetto della prima componente sul lato N/i è nullo ; 
onde la forza che effettivamente agisco su di esso è la 
Wc cos‘<p pendicolare alla sua direzione, e proporzionale al 
quadrato del coseno dell’ angolo che fa la sua stessa di- 
rezione colla perpendicolare alla forza del vento. E poi- 
ché lo stesso ragionamento può applicarsi a ciascun al- 
tro elemento della curva SBT, ne viene per conseguenza 
che ciascun elemento della sezione di una vela fatta con 
un piano orizzontale è premuto da una forza ad esso per- 
pendicolare , la quale rappresentata per rij sarà defini- 
ta per 1’ equazione 

n = Wc cos* 

Or quando una curva è tenuta in equilibrio da un si- 
stema di forze normali al suo arco , queste forze sono 
inversamente proporzionali ai raggi di curvatura de' loro 
punti di applicazione. Laonde posia=s A una costante, sarà 




e quindi 



(*) Questo teorema verrà dimostrato nell’Idrostatica. 
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equazione alla catenaria. In conseguenza la catenaria 
sarà la richiesta curva di equilibrio della vela. 

CAPITOLO X. 



DELI.’ EQUILIBRIO DEI CORPI ELASTICI. 



Dicesi elastico un solido , se rimosso dalla sua na- 
turale figura per l’azione di una o più potenze estrinse- 
che , fa forza per ridursi alla figura primitiva. Questa 
forza si denomina elasticità. 

Rispetto ai corpi elastici 1’ esperienza insegna le se- 
guenti cose : — 1 .° Se un solido elastico omogeneo di fi- 
gura prismatica o cilindrica si fissa in una estremità , e 
nell’ altra gli si applica una forza che trae nella direzione 
del suo asse , questo solido soffre un allungamento effet- 
tivo. Rappresentando con a la lunghezza primitiva del 
solido , con a la lunghezza accresciuta per razione del- 
la forza P , con S 1’ area della sezione perpendicolare al- 
lesse, e finalmente con E una costante dipendente dalla 
natura del solido , e che si denomina coefficiente di ela- 
sticità , si ha 

/ PE \ 
d ’ = « (! + -§■)• 



Se dunque la densità primitiva del solido era D , e la 
densità in seguito dell’ allungamento è A , avrà luogo 
la proporzione 



P : A =a 1 -f- 



PE 

S* 



: 1 . 
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Di fatti la massa del solido nello stato primitivo era DS« , 
e dopo lo stiramento è ASa'. — 2. ft Se una verga ela- 
stica infinitamente sottile e rettilinea bb 1 (fig. a 45. a ) è pie- 
gata secondo una curva piana TBS da forze applicate 
in punti qualunque della sua lunghezza, ciascuno ar- 
chetto infinitesimo No della curva tende a girare intor- 
no al suo punto estremo N , per ritornare in dirittura 
dell’ archetto contiguo BN ; e questa rotazione tende a 
farsi con un momento, che ha per centro N e per asse 
una retta elevata dal punto N perpendicolarmente sul piano 
della curva. Questo momento è detto momento di elastici- 
tà, e si esprime per 

p = E.NA.N'o , 

poiché la forza, colla quale il punto n tendo a ricondursi 
nella direzione di BN, può assumersi proporzionale ad N'/i. 
Ma il prodotto N/{.N'« equivale ad N«*senN'N« ; onde si 
ha pure 

* 

f* = E.NwsenN'N/j (1) 

per la espressione del momento di elasticità — 3.° La la- 
ma bb 1 sia piegata in una curva a doppia curvatura. In 
questo caso si verifica la stessa equazione (1) per determi- 
nare il momento di elasticità , ma il latercolo No tende a gi- 
rare nel piano condotto pei tre punti B , N , n infinita- 
mente vicini , che dicesi piano osculatore della curva , 
e cangia di posizione per ciascun suo punto. 

Prop. I. a Trovare V aumento della lunghezza di un 
dato filo elastico , che pende liberamente da uno de' 
suoi estremi , ed è aggravato dal proprio suo peso . 

Supponiamo il filo elastico nella sua naturale lunghez- 
za AB diviso nelle parti infinitamente piccole A a , ab , 
bc, ... . eguali fra loro. Se questo filo si sospende por 
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1’ estremila B c diventa verticale , la sua lunghezza di. 
verrà BA' , ed i suoi elementi primitivi diverranno A'a', 
a'b 1 , b'c ' , La lunghezza di A V , cioè dell’ infimo 

elemento , si può supporre» Aa — Siccome però l’ele- 
mento ab' sostiene il peso di Aa' , così la sua lunghezza 
sarà « ( 1 -j- xGa ). 



E 



supponendo X = — , e rappresentando con G la forza 



della gravità. Similmente poiché l’elemento b'c sostiene il 
peso di Aa', a'b’ , la sua lunghezza sarà a ( 1 -f- 2xGa )\ 
e così di seguito. Dunque denominando n il numero de- 
gli elementi del filo A'B, la sua lunghezza totale sarà 

, «(«4-1) „ . 

AB» «« 4~ 2 ~ xGa ’ 



essendo la somma de’ numeri naturali 1, 2, 3 ... n 

*('* 4 - *) 

2 ’ 



Ma AB » net ; onde risulta 




X.G.AB’ 

2 



La frazione — è tanto più piccola , quanto più grande 

è il numero n. Or quando « è quantità infinitesima, n è infi- 
li i tamen te grande .Dunque l’equazione precedente riducesi ad 



A'B = AB 4- 



x.G.AB* 

2 
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Prop. II. a Dimostrare che nella lama elastica in equi- 
librio il momento di elasticità corrispondente ad un 
putito qualunque è inversamente proporzionale al rag- 
gio osculatore dello stesso punto • 

Dai punti medi dei latercoli BN , N», si elevino le per- 
pendicolari ( fig. a 45- a ) : il loro punto d'incontro C sarà il 
centro del cerchio osculatore della curva AB relativo al 
punto N. Si congiunga la CN. Or dal triangolo CNa ret- 
tangolo in a risulta 



senNCa = 



Nn 

2CN 



= sennNN 1 



Sostituendo questo valore nella (1) , e facendo per brevità 



E.N/j 



= H, 



troveremo 1’ equazione 



—■ r » 



Se la curva SBT si suppone divisa in parti infinitesi* 
me eguali , H risulta costante per qualunque punto di 
essa curva , e la (2) dimostra vero il proposto teorema. 

Prop. III. a Trovare le condizioni dell' equilibrio di 
una lama elastica orizzontale , fìssa nel punto estremo 
A , e piegata in arco dalla forza P applicata all'al- 
tra estremità B. 

La lama proposta ( fig. a 46- a ) sarà in equilibrio , se 
è in equilibrio ciascuno de’ suoi elementi infinitesimali. Ora 
affinchè l 1 elemento infinitesimale MM' sia in equilibrio è 
mestieri che il mompnto di elasticità relativo ad M si fae- 
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eia equilibrio col momento di P rispetto allo stesso pun- 
to M- Dunque se da M si mena la perpendicolare 
sulla direzione BP della forza, l'equilibrio avrà luogo ove 
si verifichi la condizione 

' |- = P.M, (3). 

Corollario /• Siano X, Y le componenti di P paral- 
lele ai due assi rettangolari AL , AK ; M q , M f le per- 
pendicolari condotte da M sulle loro direzioni: sarà 

P.Mp = YMf — X.3%. 

Or se le ascisse de 1 punti B , M si suppongono esse- 
re b , x , e si computano su di AL ; e le ordinate de’ 
medesimi punti a, y, e si suppongono parallele ad AK, sarà 

Mf = 6 — x , M g = a — y , 

e conseguentemente 

P.Mp = Y (ó — x) — X (a — y)- 

Sostituendo questo valore del momento di P nella equa- 
zione (3) , avremo per 1’ equazione della curva AMB 

n 

Corollario 11- Se la lama non è fissa in A , ma in 
questo punto è premuta da una forza P', come in B è pre- 
muta dalla forza P , per l’ equilibrio si ha 

il = P.iM/) — P/Mj».' 

Jl V 
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Quando le due forze P , P' si riducono ad una coppia , 
i tre punti p , M , p' sono in linea retta , qualunque pun- 
to della curva sia M , e la quantità 

P.M/> — P.'M// 

risulta costante. Dunque anche R è costante , o la lama 
si compone in equilibrio assumendo la figura circolare. 

Corollario III. Se la forza P si riduce ad un peso 
supponendo AL orizzontale, si ha Y =s P, X =0, e l'e- 
quazione della lama diventa 

( i ; 

Dunque nella lama elastica orizzontale, curvata e tenu- 
ta in equilibrio da un peso , si verifica che il raggio 
osculatore relativo ad un punto qualunque è inversa- 
mente proporzionale alla proiezione orizzontale all'arco 
compreso fra questo punto e la estremità libera della , 
lama. 

Corollario . IV. Se -a è un arco infinitesimo MM 1 della 
curva A MB ; * l’angolo compreso fra le normali condotte 
ai punti estremi di questo piccolo arco; R il raggio oscu- 
lare del punto M, si ha ( prop. VI. a , cap. IX ). 

JL = - 

R ® 

Sostituendo qncsto valore nell’ equazione (4) si ottiene 

H.« 

-=p a-*) (5). 
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Prop. IV. a Trovare la figura della lama elastica oriz- 
zontale , che ha piccola curvatura . 

Si divida l’arco AB ( fig. a 46. a ) in n parti eguali ed in- 
finitesime AM, MM', MM", .... ; e si descriva il po- 
ligono AMM'M" N: prolungandone i lati, si avran- 

no rispettivamente le tangenti in M , M' , . . . , N. Per 
questi punti si menino le perpendicolari Ma, M'a' , . . i 
Pili sull’asse delle ascisse AL. Poiché la lama si suppo- 
ne di piccolissima curvatura, gli archetti AM. MM',.... 
si possono , senza errar sensibile , supporre eguali alle 
loro proiezioni A o, aa\ .... sull’ asse AL ; onde sarà 
x = AH s= ».*?. Inoltre , siccome il primo lato AM del 
poligono si confonde con Aa anche nella direzione sarà 

IS’DL = AMB + BM'B’ -f- 

per un noto teorema di Geometria ; ovvero 

9 = «' -f t" -f- + . . . . + *< n > ( 6 ) 

rappresentando per <f> l’angolo NDL, e per t", * w , ••• gli 
angoli, che compongono il secondo membro dell equazio- 
ne precedente. Applicando 1’ equazione (5) successiva- 
mente ai punti M , . . . si avranno i valori du', , 

che sostituiti nella (6) danno 



H <P = P 




n 




poiché la somma dei numeri 1, 2, 3,... «essa 
Essendo x = n® la trovata equazione diventa. 



n(n-\~ 1) 
2 
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Quando h= oc, .il poligono si confonde colla curva, e si ha 

H.<P =-^“ (2 bx — x % ) , 

che è la cercata equazione. 

Corollario. Poiché 1’ angolo si suppone piccolissi- 
mo , è permesso di scambiarlo colla sua tangente senza 
incorrere in error sensibile , e tradurre T equazione pre- 
cedente in 



^ ^ 26x — x % ). (7). 

Ora si ha evidentemente 

NH = Ma + Wb + ; 

ovvero , essendo A a = ad = ....= -a , c rettangoli 
i triangoli MaB, M'M£, . . . . , si ha 

NH = * ( tyMBL + tyM'B'L + ). (8) 

Ricavando dalla equazione (7) i valori di tgW&L . 
tgM’tì'L, .... con farvi successivamente x = 2®, • • . 

e sostituendoli in questa espressione di NH, verrà 

S.«*) , 

ove por brevità si è supposto 

S. = 1+2 + 3 + + » 

S, = 1 + 2* + 3* + . . . + n*. 

X 

Siccome w = — , ponendo NH = y , si ha puro 



NH 



2HV 



2£S.r 
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5i 

»* 



— ar 




per calcolare 1’ ordinata di un vertice qualunque N del 
poligono iscritto alla curva. Quando il poligono si spin- 
ge al suo limi te , e si confonde con la curva , si ha 




'/s , come si sa dall’ Algebra 



Elementare . Laonde la cercata equazione dalla curva ela- 
stica è 




Prop. V. a Trovare le condizioni di equilibrio della 
lama elastica orizzontale , fissa in una estremità , ed 
inarcata leggiermente dal proprio suo peso . 

Poiché un arco qualunque BN in questa ipotesi è sen- 
sibilmente eguale alla sue proiezione CII sull’ asse delle 
ascisse AL , la risultante delle azioni della gravità su 
tutti gli elementi dell 1 arco BN sarà n(£ — x) , rappre- 
sentando n il peso dell’ unità di lunghezza della lama. 
Inoltre il punto di applicazione di questa forza essendo 
il punto medio di CII , il suo momento rispetto al punto 



N sarà - (b — x)*. Pareggiando questo momento con — • 



che è 1’ espressione del momento di elasticità del punto 
N, avremo per 1’ equilibrio della lama proposta 



< = ^j(*--2fa + z')» (9). 
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Corollario 1. Anche nel caso presente ha luogo l’equa- 
zione 

<p = t< + t" + -f . [. S (n). 

Ricavando dalla (9) i valori di t", , e sosti- 

tuendoli nella proposta espressione di ? risulta 

? ( tifiti mmm 2^S/w* “h S«w s J , 

ovreramente 




per nn vertice qualunque del poligono iscritto alla cur- 
va. Quindi per un punto qualunque della curva sarà 

•-a (*—*•+£> 

Corollario IL Se si sostituisce tg.? in luogo di?, si ha 

tg.? = ^*aj— 

Ricavando da questa equazione i valori di tgMBL , 
tgM'B'L, ... e sostituendoli nella (8) si ottiene 

supponendo per brevità 

Ss s=s 1 -J- 2 5 -j- 3 5 + . . . + n s . 
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Sostituendo — in luogo di » ed avvertendo che nel li- 
n 

Ss 1 

mite n = oo si ha — = , T equazione della figura di 

equilibrio della lama sarà 




Scolio. Sia AO (Fig. a 49. a ) un prisma orizzontale fisso 
nell’ estremità 0 , simmetrico rispetto ad un piano verti- 
cale condotto nel senso della sua lunghezza , che suppor- 
remo esser quello della figura , e leggiermente curvato dal- 
l’azione di una forza verticale P compresa in questo stesso 
piano. Si può supporre con tutti i Meccanici che le moleco- 
le, le quali in origine appartenevano ad una sezione per- 
pendicolare agli spigoli del prisma , dopo la flessione 
dello stesso si trovino in un medesimo piano anche perpen- 
dicolare alla curva , secondo la quale si è inarcato cia- 
scuno degli spigoli suddetti. In questa ipotesi una sezione 
qualunque fin' per effetto della flessione prenderà la posizio- 
ne infinitamente vicina rr* , rotando di un piccolissimo 
angolo intorno ad un asse GG' perpendicolare al piano 
di simmetria , e rimasto invariabile rispetto alla sezione 
precedente ed infinitamente vicina mm 1 . Siccome poi per 
la flessione del prisma le fibre appartenenti al contorno su- 
periore si allungano , e quelle appartenenti al contorno in- 
feriore si accorciano, così è evidente che l’asse GG' deve 
esser compreso dentro l’ area della sezione nn 1 . 

Prop. \'I. a Supposte le cose testé indicate , si cercano 
/’ equazioni , che debbono verificarsi , affinché il prismaOA 
si componga in equilibrio sotto /’ azione delle for- 
ze P.PfP 1 , . . . 
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La fibra st in seguito della flessione del prisma si can- 
gia in su’, onde se si pone st =«, e si rappresenta 
per a l’elemento della sezione nn base di cotesta fibra, e 
per F lo sforzo necessario a produrre l’allungamento della 

FEer 

fibra stessa , si avrà — — per il valore dello allungamen- 



to tu. Ma posto l’ angolo wGr = { , e la distanza G/= s, 
si trova il valore di tu eguale pure al prodotto 
Dunque pareggiando queste due espressioni di tu , avre- 
mo che la forza , che ha prodotto l’allungamento suddetto, 
e colla quale la molecola u tende a ripigliare la primitiva 
posizione t , è definita dall’ equazione 




Ciò posto , siano F,F',F", ... le forze che spingono 
le melecole di rr‘ a ritornare nel piano nn 1 . Poiché que- 
ste forze sono tutte perpendicolari ad rr > , e senza error 
sensibile possono considerarsi come orizzontali , per l’e- 
quilibrio di rr > , si richiede primieramente che abbia- 
si 3F = o, ovveramente 




?# = 



o. 



Inoltre il momento risultante di queste forze rispetto 
all’ asse GG' deve essere eguale e contrario al momento 
di P, P”, P u , . . rispetto allo stesso asse ; onde posta = p 



Digitized by Google 




— 128 — 

la perpendicolare condotta da G sulla forza P , si avrà 
per la seconda condizione di equilibrio. 

-J-s 

Corollario l Poiché la distanza del centro di gravità 
dell’area nn< dall’asse GG' è proporzionale a ne vie- 
ne per conseguenza che nel caso attuale questa distanza 
è nulla. Dunque l’asse GG' passa pel centro di gravità 
di nri. Lo stesso accade degli assi, intorno ai quali la 
flessione del prisma fa rotare le altre sezioni mni , . . . 
Quindi tutti questi assi inviluppano una superficia cilin- 
dracea , perpendicolare al piano di simmetria del solido; 
e la intersezione di questo piano colla superfìcie suddetta, 
ovvero la curva IG, è la locale de* centri di gravità di tutte 
le sezioni del solido perpendicolari ai suoi spigoli. Questa 
curva si denomina la linea delle fibre invariabili o fi- 
bre neutre. 

Corollario IL Poiché è sensibilmente costante per 

tutte le fibre di mm'n'n in grazia della poca curvatura 
del solido , in suo luogo potrà sostituirsi il valore inverso 
del raggio di curvatura di IG. Ponendo dunque 




P equazione precedente si traduce in 

H 

_ = XP p. 

Quindi la linea delle fibre invariabili del solido AO ha le 
stesse proprietà della lama elastica. 
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CAPITOLO XI. 0 

EQUILIBRIO DELLE MACCITINE SEMPLICI. 

Le macchine considerate sotto il punto di vista sta- 
tico sono i strumenti , per mezzo dei quali si equili- 
brano le forze . Si distinguono ia macchine semplici e 
composte Le macchine semplici possono ridursi alla leva , 
al bozzello , al tornio, al piano inclinato , al cuneo ed 
alla vite ■ Le macchine composte possono variare all' in- 
finito. Noi tratterremo delle sole macchine semplici. 

i 

LA LEVA. 

Questa macchina consiste in una spranga , ia quale 
è mobile intorno ad un fiderò ed è tratta in varii punti 
da varie forze. Le distanze delle direzioni delle forze dal 
fulcro si dicono i rispettivi bracci della leva. 

Prop. I. a Per /’ equilibrio della leva sottoposta al - 
P azione di due sole forze richiedesi : — l.° che le 
forze siano in uno stesso piano col fulcro : — 2.® che 
le forze siano reciprocamente proporzionali ai rispet- 
tivi bracci della leva. 

Sia AB la leva proposta ( fig.* 47. a ) ; F il fulcro « 
punto di appoggio ; P, Q le forze applicale ai punti A, 
B j F p, F q le perpendicolari condotte dal punto F sulle 
rette AP, BQ, ovvero i bracci della leva relativi alle for- 
ze P, Q. Se queste forze tengono la leva in equilibrio* 
è chiaro che alla forza P sostituendo la forza eguale e 
parallela FP" e la coppia P, FP' , ed alla forza Q sosti- 
tuendo la forza eguale e parallela FQ" e la coppia Q , 

9 
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FQ', F equilibrio non verrà a turbarsi. Ora la risultante 
delle due forze FP'<, FQ" è distrutta dalla resistenza del 
fulcro. Dunque per l’equilibrio della leva richiedesi che 
le due coppie P, FP'; Q, FQ' si facciano equilibrio fra 
loro. Ma affinchè due coppie si possano fare equilibrio è 
mestieri che siano in piani paralleli o nello stesso pia- 
no , ed i loro momenti risultino eguali e contrari. Dun- 
que per l’equilibrio della leva AB richiedesi che le for- 
ze P , Q siano in uno stesso piano col punto F , ed ab- 
biasi la proporzione 

P : Q : : Fy : Fp. 

Corollario 1-° Dunque il fulcro F sostiene una pressione 
eguale nella intensità e direzione alla risultante delle due 
forze P, Q. 

Corollario IL° Se la leva è dritta, e le due forze son 
parallele , allora Fp, Fq stanno per diritto, ed i due trian. 
goli simili FAp , FBy , danno la proporzione 

FB : FA : : Fq. : Fp ; 
onde per l’equilibrio della leva avrèmo 

p ; Q, = FB : FA , 

vale a dire che le forze debbono essere inversamente 
proporzionali alle dm parti , nelle quali il fulcro spezza 
la leva . 

Corollario 11L° Quando vogliasi tener conto anche del 
peso della leva, supponende che G sia il suo centro di 
gravità , ed R il suo peso, il problema si riduce a trovare 
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le condizioni dell’equilibrio delle tre forze P, Q, R. Sic- 
come la forza R è verticale, bisognerà dunque che le tre 
forze P, Q, R siano col fulcro in uno stesso piano ver 
ticale, e che inoltre abbiasi 

P.F p ± R.FG = Q.Fy , 

ritenendo il segno -f- , o — , secondo che G trovasi rispet- 
te al fulcro dalla stessa parte con A o con B. 

Scolio J.° Allorché una delle forze P , Q , p. es. la 
forza P, si considera come quella che da’ movimento alla 
leva , e I’ altra Q come la forza che impedisce questo 
movimento , P si denomina potenza e Q resistenza. Si 
sogliono in tal caso distinguere tre generi di leve, secondo 
le tre posizioni, che può avere il fulcro o punto di appog- 
gio F rispetto alle due forze. Se il fulcro trovasi tra la 
potenza e la resistenza , la leva dicesi di primo genere , e 
la potenza si vantaggia secondo che più lungo diventa il 
suo braccio ; se poi la resistenza trovasi fra fulcro e 
la potenza , la leva dicesi di secondo genere , e la 
potenza ha tuttora il suo vantaggio , poiché il suo 
braccio è maggiore di quello della resistenza ; finalmen- 
te se la potenza è applicata fra la resistenza ed il pun- 
to di appoggio , la leva si dice di terzo genere . E que- 
sto solo genere di leva è svantaggioso per la potenza % 
poiché il suo braccio è più corto di quello della resi- 
stenza. 

Scolio II. 0 La bilancia e la stadera sono modificazioni 
della leva di primo genere. Ed in vero la bilancia con- 
siste in una spranga girevole intorno ad un perno , alle 
cui estremità sono sospesi per mezzo di cordoni due piat- 
telli o bacini , in uno dei quali si pongono le sostati- 

* 
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Ze che vogliono paragonarsi con pesi conoseiuli po- 
sti nell’ altro. Nella costruzione della bilancia si atten- 
de a due cose principalmente : — 1 .° cioè che il suo 
centro di gravità si trovi nella verticale che passa pel 
fulcro; —2 ° che siano eguali i bracci, ovvero le distan- 
ze de’ punti di sospensione de’ piattelli dal fulcro. La 
stadera o bilancia romana consiste pure in una spran- 
ga girevole intorno ad un asse , ma a bracci ineguali. 
All’estremità del braccio più corto si sospende il corpo, 
di cui si vuole esplorare il peso , e sull’ altro braccio 
più lungo trovasi un peso conosciuto detto marco, il quale è 
mobile lungo il braccio stesso per mezzo di un anello. 
Portando questo peso ad una distanza conveniente ia\ 
punto di appoggio, si fa equilibrio al peso del corpo at- 
taccato all’ altro estremo ; onde se il braccio più lungo 
della stadera si divide in parti eguali, il marcì percor- 
rendo successivamente queste divisioni , farà equilibrio 
a pesi crescenti in ragione aritmetica , ed il numero 
segnato vicino alla divisione indicherà quante volte il pe- 
so del corpo contiene quello del marco. 

IL BOZZELLO 

Si debbono distinguere due specie di bozzelli , cioè 
il fisso ed il mobile . Il bozzello fisso consiste in una 
rotella circolare mobile in una cassa ( flg. a 48 (1) ) 
intorno ad un asse fisso C. Sull’orlo della rotella, 
che si denomina puleggia , è praticata una scanala- 
tura detta gola , la parte superiore AB della quale è 
cinta dalla corda PABQ , alle cui estremità sono appli- 
cate le forze P , Q. Nel bozzello mobile ( fig. a 48 (2) ) 
il peso Q pende dal centro della puleggia , che scorre 
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lungo la corda FBAP, la quale è fissa nella estremità F, 
ed è tratta nell’ altra dalla potenza P. 

Prop. II. a Trovare le condizioni dell ' equilibrio del 
bozzello fisso. 

La puleggia del bozzello fisso è una vera leva ricur- 
va, ai punti A, B della quale sono applicate le forze P, Q; 
onde per r equilibrio del bozzello fisso richiedesi che il mo- 
mento della potenza sia eguale e contrario a quello del- 
la resistenza. Siccome le forze sono tangenti la puleg- 
in A , B , cosi i bracci di leva delle stesse forze sono 
i raggi CA,CB ,e quindi sono eguali fra loro. Dunque la 
condizione dell’ equilibrio di questa macchina è espressa 
dall 1 equazione P =» Q. 

Corollario l.° Dunque il bozzello fisso non vantaggia 
affatto la potenza , ma è utile per trasmettere comoda- 
mente la sua azione. 

Corollario IL 0 Lo sforzo che sostiene il punto C è 
la risultante della due forze eguali P , Q ; onde il suo 
valore è misurato da 2P cos */« AOB s= 2P sen */» ACB , 
poiché i due angoli AOB, ACB sono supplementari. Ma 
dal triangolo rettangolo ACt si ha 

' V 

Ai AB 

ACB = rc =2Àc' 



Dunque il valore delle pressione ehe sostiene C sarà 



P AB 
AC 



vale a dire quarta proporzionale in ordine al raggio > 
alla corda dell' arco abbracciato dalla fune , ed alla 
forza. • * 

Prop. III.* Per 1' equilibrio ilei bozzello mobile »* 
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richiede che i due tratti della fune declinino egual- 
mente dalla verticale condotta pel centro della puleg- 
gia , e che la potenza sia quarta proporzionale in 
ordine alla corda dell ’ arco abbracciato dalla fune , 
al raggio della puleggia ed alla resistenza. 

Nel bozzello mobile debbono farsi equilibrio le tensio- 
ni dei due tratti AP, BF della fune ed il peso Q ; onde 
primieramente è mestieri che le due tangenti PA , FQ 
prolungale concorrano in un medesimo punto 0 colla ver- 
ticale CQ, il che può solo accadere quando PO, FO fanno 
angoli eguali con CQ. Tirando dunque la corda AB, questa 
sarà orizzontale , e verrà divisa per metà c ad angoli 
retti in i dalla verticale CQ. Quindi , congiunto il rag- 
gio CA, avremo per seconda condizione dell’equilibrio 

I 

-p- = 2 cos '/» AOB =* 2sen */» ACB = , 

poiché le tensioni eguali dei due tratti di fune AP, BF 
sono misurate dalla potenza P. 

Corollario. Se l’arco AB > 60°, sarà sen •/* ACB> */* ^ 
e per conseguenza Q > P. Dunque il bozzello mobile 
arreca vantaggio alla potenza finché la corda abbrac- 
cia sulla puleggia un arco > 60°. E questo vantaggio 
cresce col crescere dell ’ arco AB , sicché diventa mas ' 
simo quando AB = 180°, cioè quando i due tratti del- 
la fune sono paralleli. 

Scolio. Le taglie sono sistemi di puleggie. In alcu- 
ne le puleggie sono fisse in due casse , una delle quali 
è pure fissa, e l’altra, che porta il peso, è mobile. Una sola 
corda fissa in una estremità, passando per le gole di tut- 
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te le puleggie, sporge fuori dell’ ultima di queste coll'altra 
estremità, alla quale si applica la potenza ( fìg. a 49 (2) ) (*). 
In altre tutte le puleggie sono mobili. Nella gola della 
prima, puleggia passa una fune , ad una estremità del- 
la quale si applica la potenza P , e 1’ altra estremità si 
ferma ad un punto fisso. Alla cassa di questa prima pu- 
leggia si ferma 1' estremità dì una seconda fune , che 
traversando la gola di un'altra puleggia, va a metter ca- 
po ad un altro punto fisso, e cosi di seguito. Alla cas- 
sa dell 1 ultima puleggia si sospende il peso che si vuol 
sollevare ( fig. a 49 (1) ). In altre finalmente le puleggie 
parte sono fisse , e parte sono mobili , e la disposizione 
di esse può variare in infiniti modi- 

Prop. IV. a Trovare la condizioni dell 1 equilibrio nel' 
la taglia della prima specie . 

In questa macchina le tensioni dei diversi tratti delta 
fune , che abbraccia le puleggie debbono essere eguali 
tra loro , e per conseguenza eguali alla potenza P. Sia- 
no u , ai . gli angoli che fanno colla verticale 

colesti tratti dì fumé : denominando X, Y le somme al- 
gebriche delle componenti orizzontali e verticali di cole- 
ste forze , sarà 

X = P.2sen«; Y'=P.^cos«. 

Or siccome alla forza X non contrasta ver un’ altra for- 
za , ed alla Y contrasta il solo peso R, le richieste condi- 
zioni di equilibrio si riducono a 

i' • 

Ssen« = 0; R =b P-2cos 



(*) A questa specie di taglia si riduce il paranco dei marini. 
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Corollario . Se i tratli della fune sono tutti verticali , 
gli angoli a. u 1 , « H , .... sono tutti zero; onde la prima 
equazione diventa identica, e l’altra si riduce a 

i jj.‘ • * * * ' 




vale a dire che la potenza eguaglia la resistenza di- 
visa pel numero de ’ tratti della fune , ovvero pel dop- 
pio del mimerò delle puleggie annesse alla cassa mo- 
lile. 

Prop. IV. a Trovare le condizioni di equilibrio nel- 
la taglia di seconda specie- 

Nella taglia di seconda specie ciascuna puleggia deve 
essere in equilibrio da se stessa. Siano n le puleggie ; 
r', r", . . . r( D ) i raggi delle puleggie; c', c", . . , c( “ ) 
le corde degli archi abbracciati dalle funi-, T', T", . . . T( n ) 
le tensioni delle medesime , e si avrà per l 1 equilibrio 
delle rispettive puleggie della proposta taglia 

_P r>_ t __ ' T(») __ rf») 

T c' ' T" e" R c(n) ’ 

Moltiplicando in corrispondenza quest’ equazioni si ottiene 

P rV' r{») 

R c'c" c{») ’ 

onde nella taglia di seconda specie la potenza sta alla 
resistenza come il prodotto dei raggi delle puleggie 
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al prodotto delle sottese degli archi , che su di ess'’ ab- 
bracciano le funi. 

Corollario. Se le funi si rendono tutte verticali, cia- 
scuna sottesa diventa diametro della corrispondente pu- 
leggia , e la precedente equazione si trasforma in 




cioè la potenza sta alla resistenza come V unità al 
numero 2 elevato ad una potenza eguale al numero 
delle puleggie. 

l' asse nella ruota od il tornio. 

L asse nella ruota od il tornio è una macchina (fig. a 
51.*) che si compone di un cilindro kkf sostenuto nelle 
suo estremità da due appoggi, e di una ruota HG infilata 
perpendicolarmente al cilindro. Il cilindro e la ruota han- 
no 1’ asse comune. La potenza P si applica alla ruota , 
ed il peso R pende da una fune che si avvolge intorno 
al cilindro , allorché gira insieme colla ruota. 

Prop. VII.* Per l'equilibrio dell asse nella ruota si 
richiede che la potenza stia alla resistenza come il 
raggio del cilindro a quello della ruota , se la po- 
tenza e la resistenza sono in piani perpendicolari al - 
l'asse della macchina. 

Rappresentino C , c i centri della ruota e della sezio- 
ne circolare del cilindro ; CH , ac i raggi che congiun- 
gono questi punti co’ punti H , a , al primo de’ quali 
è applicata la potenza P, ed all’ altro il peso R. lu C si 
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applichino due forze contrarie P'. P", ed eguali e paral- 
lele a P ; ed in c similmente si applichino due forze 
verticali ed opposte R*, R M ed eguali ad R : è così, che le due 
forze P, U si trovano sostituite dalle altre due forze P", 
K H applicate immediatamente all' asse della macchina , e 
dille due coppie P , P" ; R , R" poste in piani paralleli, ed 
aventi per rispettivi bracci di leva i raggi CH, ac, poi- 
ché la potenza e la resistenza si suppongono comprese 
in piani perpendicolari all’ asse suddetto. Or le forze P', 
R' sono distrutte dalla resistenza di questo asse. Dunque 
per l’ equilibrio della macchina si richiede che le coppie 
siano eguali e contrarie, o che per conseguenza si abbia 

P : R = ac : GII 

Corollario /.* Se le direzioni delle forze P , R no» 
sono comprese in piani perpendicolari all’ asse della mac- 
china , bisognerà decomporre ciascuna di queste forze in 
altre due , una delle quali sia parallela e P altra norma- 
le all’ asse , e cercare le condizioni di equilibrio per 1® 
sole forze normali ; poiché le forze all’ asso parallele so- 
no distrutte dalla sua resistenza. 

Corollario 11° Il teorema , che abbiamo dimostrato , 
suppone pure che la corda , dalla quale pende il peso 
R sia infinitamente sottile , e che avvolgendosi intorno 
al cilindro non ne aumenti sensibilmente il raggio. Que- 
sto però non accado realmente , poiché le corde , che 
si adoperano in cotosta macchina, hanno un raggio com- 
parabile a quello del cilindro. Quindi la vera condizione del- 
l’ equilibrio di questa macchina , quando la potenza e ia 
resistenza sono in piani perpendicolari al suo asse, si è 
che la potenza stia alla resistenza come il raggio 
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t 

del cilindro aumentato del raggio della corda sta al 
raggio della ruota- 

Corollario 111. 0 Le pressioni , che sostengono gli ap- 
poggi , e sono prodotte dalle potenze P', R', si calcolano 
colle regole date nel capitolo Vili. 0 prop. NIIl. a 

Scolio /." Quando l 1 asse del tornio è orizzontale , co- 
me sinora abbiamo supposto , questa macchina si deno- 
mina burbera , e si adopera per sollevare i pesi. L’asse 
del tornio può essere anche verticale ; ed allora la mac- 
china prende il nome di argano , e si adopera per tra- 
scinare insensibilmente i grandi pesi* Inoltre si nella 
burbera , come nell’ argano , la ruota spesso trovasi so- 
sostituita da barre normalmente infilale al cilindro : ed 
in tal caso per I' equilibrio si richiede che la potenza 
stia alla resislenza , come il raggio del cUin lro au- 
mentato del raggio della fune sta alla lunghezza del- 
la barra compresa fra l'asse del cilindro ed il punto 
di applicazione della forza. 

Scolio 11- 0 Un sistema di ruote dentate non è che 
una combinazione di torni od assi nella ruota ( fig. a 52. a ). 
Alla ruota A del primo tornio si applica la potenza P , 
ed il suo cilindro a si munisce di un rocchetto- Nei den- 
ti o pinne di questo rocchetto s’ incastrano i denti pra- 
ticati sul contorno della ruota del seguente tornio , il 
cui cilindro a' è anche armato di denti. In questi s 1 in- 
castrano i denti di una terza ruota r e così via discor- 
rendo. Il cilindro dell’ ultima ruota non ha rocchetto , 
ma intorno ad esso si ravvolge la fune, a cui è attaccato 
il peso R che si vuole sollevare. 

Prop VIII. a Trovare le condizioni di equilibrio in 
un sistema di ruote dentate . 

Per 1’ equilibrio di questa macchina si richiede che Io 
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sforzo, che sostiene ciascuna ruota , si faccia equilibrio 
colla resistenza , che offre il rocchetto onde è munito il 
corrispondente cilindro. Sia n il numero delle ruote ; 
r r", . . . . r(") i loro raggi -, s», s 11 . . . . s( n ) i raggi 
dei rocchetti ( pel raggio dell’ultimo rocchetto dobbiamo in- 
tendere il raggio del cilindro intorno al quale si ravvol- 
ge la fune che sostiene il peso II ) ; X', X u , .... R le 
resistenze che offre ciascun rocchetto : per la prop. 'VÌI.* - 
sarà 

_P _ 5' X'__^ X(n-i) _ *(")_ 

X' ~~ V 5 X" ~ r» ; *’ R “ r(“j ’ 

f • 

A 

perciocché la resistenza, che offre ciascun rocchetto, è po- 
tenza rispetto alla ruota seguente. Pareggiando il pro- 
dotto dei primi membri di quest’ equazioni con quello de r 
secondi membri si ottiene 

P $'s” . ... s{ n ) 

TT ri* r(») 

per la richiesta condizione di equilibrio. 

• IL PIANO INCLINATO. 

La semplicità di questa macchina ci dispensa dal dar- 
ne la definizione. 

Prop. ix. a Per V equilibrio di un corpo poggiato 
su di un piano inclinato si richiede che la potenza 
stia al suo peso , come il seno dell ’ inclinazione del 
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piano sull ’ orizzonte sla al seno dell' 1 angolo che fa la 
potenza colla verticale- 

Sia H il corpo poggiato sul piano inclinato LD (fig.* 50 a ); 
P la potenza elle sostiene; R il peso di H e per conse- 
guenza una forza verticale applicata al suo centro di gra- 
vità G : siccome queste due forze debbono dare una ri- 
sultante unica perpendicolare al piano , altrimenti H non 
sarebbe in equilibrio , così è mestieri che siano in uno 
stesso piano , e prolungate debitamente s’ incontrino in 
un punto. Supponiamo che questo avvenga in 0, e da questo 
punto si meni la perpendicolare 0N al piano LD. Poiché 
le componenti di P parallele ad ON ed al piano sono ri- 
spettivamente Pcos PON, P sen PON, e le componenti di 
R parallele alle stesse direzioni sono Rcos RON , R sen RON, 
le forze proposte si riducono alle due seguenti 

P cos PON -f- R cos RON 

' - i 

P sen PON — R sen RON , 

i 

la prima delle quali è normale al piano, e perciò distrut- 
ta dalla sua resistenza; e l’altra è parallela al piano e 
non contrariata da altra forza. Affinchè dunque H sia in 
equilibrio è mestieri che risulti = 0 quest’ ultima forza; 
e che per conseguenza abbiasi 

P : R = sen RON : sen PON. 

> ■ ' ì 

Ma se DM rappresenta un piano orizzontale , e si pone = I 
1’ angolo che questo piano forma con DL, si ha I = RON ; 
onde la precedente proporzione diventa 
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P ; R = sen I : sen PON (1) 



come dovevasi dimostrare. 

Corollario J.° Se la potenza è parallela al piano DL 
si ha sen PON = 1 , e per conseguenza 




Siano DL , DM le intersezioni del piano ROP col piano 
inclinalo e coll’ orizzonte: se dal punto L si mena la LM 
perpendicolare a DR, il triangolo rettangolo LMD porge 



LM 

"LD 



= sen I. 



Laonde sarà 



P LM 
R “"LD" » 



cioè quando la potenza è parallela al piano inclinato , 
per V equilibrio si richiede che essa potenza stia al 
peso del grave come l'altezza del piano inclinato sta alla 
sua lunghezza. 

Corollario 11. 0 Se la potenza è orizzontale, l’angolo 
PON riesce complementario di NOR ovvero di I , c la 

P 

proporzione (1) dimostra che il rapporto -^-eguaglia la 
• li 

i 
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LIVI 

tangente deli' angolo I. Ma il rapporto eguaglia al- 

tresì la tangente di cotesto angolo. Dunqne 

IP _ LM 
R ~ DM ’ 

cioè se la potenza e orizzontale , per l' equilibrio si 
richiede che la stessa potenza stia al peso del graie 
come l'altezza del piano inclinato sta alla base . 

IL CUNEO.' 



Il cuneo è un prisma triangolare di materia molto du- 
ra , che insinuandosi con uno dei suoi spigoli in un cor- 
po , ne separa le parli. 

Prop. X. a Trovare le condizioni di equilibrio nel 
cuneo , sulla cui testa agisce perpendicolarmente la 
potenza- 

Sia ( fig. a 29. a ) ABC un cuneo , sulla cui testa AB 
agisce perpendicolarmente la potenza P. Poiché questa 
deve equilibrarsi colle pressioni, che sostengono le facce 
AC, BC provenienti dalla reazione del solido, il quale si 
vuol fendere, e che sono ad esse perpendicolari, è me- 
stieri che sia in uno stesso piano con queste pressioni e 
concorra colle medesime in un sol punto. Siano R, R' le 
pressioni in discorso ; RS, R'S le loro direzioni : è chia- 
ro che pel supposto equilibrio dovrà essere 

_P R R' 

senRSR' senPSP' scn PSR 
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Magli angoli RSR’, PSR'. PSR sono rispettivamente sup- 
plementari degli angoli C, A, B. Laonde le forze P, R, 
R' saranno direttamente proporzionfili ai seni di questi 
angoli , e per conseguenza ai lati che ad essi si op- 
pongono nel triangolo ABC, che è l’ intersezione del cu- 
neo col piano delle forze ; vale a dire sarà 

* P R R' 

AB “ BC ~ AC " 

Dunque per l'equilibrio del cuneo si richiede che la po- 
tenza stia alla pressione , che sostiene ciascuna delle 
sue facce , come la larghezza della testa sta alla lar- 
ghezza della faccia corrispondente, ovvero come l'area 
della testa sta all 1 area della faccia , poiché la testa 
e le facce sono rettangoli della medesima altezza. 

Corollario /.° Diminuendo l’angolo C, diminuisce AB, 
e quindi anche P. Dunque secondo che il cuneo di- 
venta più acuto cresce la sua efficacia. 

Corollario 11 0 Se BC = AC, risulta R = R'. Dunque 
nel cuneo isoscele le facce sostengono eguali pres- 
sioni. 

t A V 1 T È 

« i;, . ~ 

La v ite è un cilindro retto guernito di un risalto ad 
elica ( fig. a 53. a )• S’introduce in un solido, nel quale 
si è praticato un incavo spirale corrispondente al suo ri- 
salto , che è detto madrevite , sia mettendo la vite stessa 
in movimento e procurando che la madrevite stia salda, 
sia nel modo contrario, 
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Ad avere un’idea più chiara di questa macchina s’ im- 
magini le superfìcie di un cilindro retto ÀBCD a base 
circolare sviluppata in un rettangolo BEMC. Il lato BC 
di questo rettangolo si divida in parti eguali BR, RQ,-. 
e sul lato opposto EM presa la EG =s BR , e con 
giunta la BG, pei punti R ,' Q, . . . si menino le RH , 
QK , . . . . parallele a BG. Ciò eseguito , ravvolgasi il 
rettangolo intorno al cilindro: la serie delle rette BG, 
RH , QK , . . . segnerà sulla sua superficie una éurva 
spirale continua B^rRAQ . . . detta elica. In questa cur- 
va ciascuna porzione compresa fra due punti dello stes- 
so lato del cilindro , come p. es- RAQ , si denomina 
spira dell' elica', e dicesi passo dell'elica la porzio- 
ne RQ del lato del cilindro compresa fra questi stes- 
si due punti. Dalla esposta costruzione poi risulta ; 

■ — l.° che l’elica è una curva storta egualmente incli- 
nata all’ asse del cilindro ; — 2 ° che un punto N col- 
locato su questa curva è nelle stesse condizioni , nelle 
quali sarebbe se fosse posto su di una qualunque delle 
rette BG , RH , QK , . . , ovvero su di un piano inclinato 
di altezza eguale al passo dell’elica, e di base eguale alla 
circonferenza della base del cilindro rettificata. 

Prop. XI. a Se un peso applicato in N spinge la vi- 
te verticale a girare intorno al suo asse , una forza 
orizzontale la terrà in equilibrio , quando il rapporto 
di queste due forze sia eguale al rapporto del passo del - 
/’ elica alla circonferenza del cerchio , che descrive 
il punto di applicazione della potenza. 

Supponiamo per un momento che in N si facciano equi- 
librio sull’ elica una forza F diretta secondo l’orizzonta- 
le Nf ed un peso q : in conseguenza di ciò , che testé 
abbiamo notalo, è mestieri che fra queste due forze sia 

iO 
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10 stesso rapportò che esisterebbe fra loro , ee tenessero 
in equilibrio il punto N collocato sopra un piano inclinata 
di altézza // , e di base 2nr, rappresentando À, r il pas- 
sto dell" elica ed il raggio della base del cilindro ABCD; 
cioè è mestieri che abbiasi la proporzione 1 

r * * • * •». .. , ... 

11 • F :q=h: 2.* (2) . . . 

f ... - • . 

' . ; m i • — * , . 

Ora io dico che la forza F applicata in N può èssere 
sostituita da un’ altra forza parallela p diretta nello slessa 
sttè verso ed applicata alla estremila L del braccio di 
leva BL , purché però questa nuova forza soddisfaccia 
alla condizione ' : % 

p : F = r : D (3). 

supponendo D = BL. Di fatti primieramente è chiaro che 
la forza F può essere sostituita dalla forza eguale e pa- 
rallela T posta nel piano orizzontale BLp ed applicata al 
punto B dei lato BN del ciliudro., e dalla coppia F, T*. 
Or questa coppia, in qualunque posizione della vite, si 
trova sempre in un piano , che è parallelo all’ asse del 
cilindro ; onde può supporsi applicata a questo stesso as- 
se,, e per conseguenza distruita dalla sua resistenza*, 
Casi resta la sola forza T , che si fa equilibrio con q. 
Sapponiamo adesso die in L siabo applicate perpen- 
dicolarmente ad LB e od piano stessi) BLp le due, 
forze eguali e contrarie p, p', il cui valor numerico sod- 
disfaccia alla proporzione (3) : è evidente che siccome 
i momenti di T e p' rispetto al centro del cerchio AB, 
che è la comune intersezione del piano BLp e del cilin- 
dro , sona eguali. e contrari, l’effetto delle stesse forze 
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è nullo , e resta la sola forza p che si fa equilibrio con q. 
Ciò posto , se si moltiplicano per ordine i termini dell»' 
due proporzioni (2) , (3) , e si sopprimono i fattori co- 
muni ai termini di ciascuna ragione , avremo 

p : q = h : 2D^ (4) 

per la condizione dell’equilibrio tra il peso q applicato 
in.N e la forza orizzontale p applicata in L- 

Prop. XII. a Trovare le condizioni dell'equilibrio nel ^ 
la vite verticale , supponendo che la resistenza sia un 
peso II applicato al suo vertice, e la potenza una for-> 
za P orizzontale e perpendicolare all ’ asta orizzon- 
tale BL. > 

S’immagini l'elica della vite divisa in n parti picco- 
lissime ed eguali , ed a ciascuna di esse applicata la 

Il ... 

parte — del peso R , che denomineremo q. La forza p 

orizzontale, ed applicata in L nello stesso modo di P, terrà 
in equilibrio il peso q sull'elemento NK* dell’elica, se dal 
suo valore è soddisfatta l’equazione 

• ' : . i.: • 

„ — Ji. — JL t ■ 

“2 ni)*' 

•k : * „ ^ 

- - • - ' * \ * ' * \ V ‘ W 

Moltiplicando questa equazione per n , si ha che la for- 
za np , la quale tiene in equilibrio il peso R , soddisfa' 
all’equazione — ... : i . 1 ;•* , : 

. ' ÓR 
•*=* 2D?* 
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Se dunque si vuole che la data forza P produca lo stesso 
effetto è mestieri che abbiasi pure 




Quindi per 1' equilibrio della vite sottoposta alle condi- 
zioni enunciate si richiede che la forza stia al peso , 
come tl passo dell'elica sta alla circonferenza descritta 
dal punto di applicazione della forza. 

Corollario ■ Se l'asse della vite non è verticale, la con- 
dizione anzidetta è sempre sufficiente per l’equilibrio di 
questa macchina , purché però la resistenza agisca secon- 
do l’asse, e la potenza sia tangente ad un cerchio perpen. 
dicolare all’ asse medesimo. Ove poi la potenza e la re- 
sistenza non soddisfanno a queste condizioni , bisogna 
scomporre tali forze , e tener conto delle sole componenti 
che hanno le direzioni indicale. 

CAPITOLO XII. 

CONDIZIONI DELLO STATO PROSSIMO AL MOTO NELLE MACCHINE. 

Le condizioni, che stabiliscono Y equilibrio delle mac- 
chine semplici , sarebbero le stesse condizioni del loro 
stato prossimo al moto, se oltre della potenza P e del- 
la resistenza R nessun’ altra forza agisse sulle medesime. 
Cosi p. es. se l'asse nella ruota fosse sottoposto all’azio- 
ne delle sole forze P ed R , 1 equazione 
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ne stabilirebbe si l’ equilibrio, si lo stato prossimo al mo- 
to -, per modo che aumentindo di un poco il valore diP, 
la macchina solleverebbe il peso R , e diminuendo P di 
una piccola quantità, R scenderebbe. Nel fatto però que- 
sto non accade , poiché colle suddette forze P , R con- 
corrono altre forze puramente passive a stabilir l’equili- 
brio delle macchine , e ne modificano notabilmente le 
condizioni. Esaminiamone l’indole, e vediamo come se 
ne debba tener conto equilibrio dallo stato prossimo al 
moto. 

AHorehè un corpo si pone su di un altro corpo , le 
parti salienti dell' uno entrano nelle parti rientrenti del- 
1’ altro , comunque levigate siano le loro superficie poste 
a contatto. Ciò importa che volendo staccare cotesti cor- 
pi , ovvero far muovere 1’ uno sull’altro , bisogna impie- 
gare un certo sforzo per vincere la resistenza che si of- 
fre al distacco od al moto. Questa resistenza è detta at- 
trito . Le sperienze fatte dal Coulomb , e ripetute dipoi 
dal Morìa , hanno stabilito rispetto all’attrito le seguenti 
leggi: — l.° li attrito è proporzionale alla pressione ; 
— 2.° Il rapporto dell' attrito alla pressione dipende 
unicamente dalla natura de ’ corpi posti a contatto , e 
non dall' estensione delle superficie fra le quali il con- 
tatto avviene ; — 3.® L' attrito varia secondo la dura- 
ta del contatto , e cresce per un certo tempo sino a che 
perviene al suo valor massimo ; — • 4 ° Li attrito è in- 
dipendente dalla specie del moto , col quale * un corpo 
striscia sull ’ altro ; — 5 ® Finalmente l y attrito cresce 
colla scabrosità delle superficie a contatto ■ 11 rapporto 
dell’ attrito alla pressione si denomina coefficiente del- 
l' attrito ; e 1’ angolo , la cui tangente trigonometrica 
eguaglia questo rapporto, è detto angolo dell ’ attrito. 
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Prop- 1 .*■ Esporre il metodo più facile per determi- 
nare il coefficiente dell' attrito. 

i Up corpo, che abbia una faccia piana, si adatti con 
essa, su di un piano orizzontale ; e questo poi s' inclini 
all'orizzonte sino a che il corpo comincia a strisciarvi 
sopra. Sia ( fig. a 56. a ) LDM = ia 1 angolo del piano col- 
l 1 orizzonte quando comincia il moto del grave poggiato 
su di esso : supposto = P il peso del grave , saranno 
Psenn. , Pcosi* le sue componenti rispettivamente paral- 
lela e perpendicolare al piano LD. La seconda di queste 
forze rappresenta la pressione , che il grave esercita 
contro il piano inclinato ; onde denominando f il coeffi- 
ciente dell 1 attrito, sarà /’Pcosf* il valore dell’attrito stes- 
so. Or questa forza deve impedire al grave di strisciare 
sul piano inclinato LD. Dunque dovendo equilibrare la 
forza Psenf* , sarà - ; 

> : f = f 9 f*- 

Corollario. Dunque 1 angolo dell attrito è quell’ an- 
golo che deve fare coll' orizzonte un piano , sul quale è 
posto un grave , affinchè questo cominci a strisciarvi 
sopra. 

Scolio. Poiché r attrito è una forza tangente alla su- 
perficie de’ corpi , che sono in contatto , ne vien per 
conseguenza che quando se ne vuol tener conto nello stabi- 
lire le condizioni dell' equilibrio e dello stato prossimo al 
moto delle macchine , deve innanzi tutto cercarsi la pres- 
sione che ha luogo nel punto di contatto. Questa pressione 
moltiplicata per f dà la forza dell attrito , la quale è una 
forza di più che concorre a stabilire l' equilibrio e lo state 
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prossima al (noto nelle macchine. Ma ciò nei seguenti esempi 
si renderà piu chiaro. 

Prop. II. a Trovare la condizione dell' equilibrio e 
dello stato prossimo al moto nel piano inclinato , tcnen • ' 
do conto dell' attrito. 

Supponiamo ( fig. a 56. a ) gli angoli PON , RON rispetti- 
vamente eguali a : sarà 

^ R cos + P COS <P 

r ' ” ■ ' ’ • ‘ - r • 

la pressione che le forze P , R esercitano contro il piano , $ 
+ ( R sen$' — P sen $ ) 

la forza che sollecita il grave a scendere od a salire secon- 
do che RsenQ' è > ovvero < Psen$. L’ attrito è . 

f ( R cos P P cos $ ) ; 

ed avrà luogo P equilibrio o lo stato prossimo, al moto , so 
condo che si ha 

< 

+ ( Rsen — Psen $ ) = ( f Rcos -j- Pcos $ ) 
Corollario . Risolvendo l’equazione 

+ ( Rsen$' — Psen<P ) = f{ RcosQ' + Pcos$ ) 

c . ■ . . o . - . : 

rispetto a P avremo ^ 

r ..j v — • • • « ., = -2 ,c.. . . ..-e .. ; 

p = »en$' + fco* #) . 

sen$ + f cot.<P 



Digitized by Googl 




— 1 52 — 

% 

nell a quale equazione valgono i segni superiori od inferiori 
secondo che R sen<P è > o < Psen$. Quando P è orizzontale 



si 



ha 




— <P, e per conseguenza 



H ( 1 + f t( j® ) 

± f 



( 2 ) 



Corollario II. 0 Ritenendo i segni superiori nella (1) , e 

sostituendo tg (x in vece di f , si ha 

*■ 

p R sen ( <P* — n ) 

sen ( Q -f- (x ) 



r iì 

Il massimo valore di sen corrisponde a $-f-(x=— -, 

/ • c* 



ovvero a <p = — jx. Dunque, affinchè la potenza sia un 

minimo , si richiede, che condotta la orizzontale OS, la di- 
rezione di questa forza sia compresa dentro l'angolo SOR e 
formi col piano inclinato un angolo eguale a quello dell 1 at- 
trito. 

Corollario 1II.° Poiché nell 1 equilibrio della vite la po- 
tenza si suppone orizzontale , tenendo conto dell’ attrito 
in questa macchina , e rappreseutanto con * l’inclinazione 

nr 

dell’ elica sull’orizzonte, sarà i — — <P, ed 



F : q == 1 -f- fcoti : Coti — f 
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la proporzione che deve sostituirsi alla (2) del capo pre- 
cedente. Moltiplicando questa proporzione per la (3) del- 
lo stesso capo , si ha 

• ; 4 • «/ 

p t q = r ( 1 -f- f coti ) : D ( coti — f ) 

Ma T angolo * è definito dall' equazione 




Laonde avvertendo che il rapporto di p a q è lo stesso 
rapporto di P ad R , si avrà 

. i 

p Rr 2 nrrf -{- h 

D" 2 «v — fh 

Prop. III. a Una leva girevole inforno ad un asse è 
soggetta all ’ azione di due forze P , R comprese nello 
stesso piano : si vogliono le condizioni che ne assicu- 
rano V equilibrio e lo stato prossimo al moto , tenendo 
conto dell' attrito . 

Sia S la risultante delle due forze P, R, ed a ffig. 59. 
il punto, dove la superficie del foro praticato nella spran 
ga tocca la superficie dell’ asse. Poiché la forza del. 
1’ attrito si sviluppa in a. la forza S deve passare anche 
per a ; onde decomposta in altre due , la prima diretta 
seconda la tangente aP', l’altra secondo il raggio ac, del 
foro., e denominando y l’angolo che S fa con il raggio sud 
detto, saranno S sen y ,S cos y coteste componenti; ed Sseny=* 
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f s cosy. Quindi è f = tgy. valore diverso dal precedente. 
Ora i bracci delle forze P, R siano <z, 4, ed r il raggio del 
foro praticato nella spranga : è chiaro che sì per l’equili- 
brio, come per lo stato prossimo al moto avremo 

< 

(Po — R4 ) = S r sen r . 

Corollario 1° Se le forze P. R sono parallele, e trag- 
gono nello stesso verso, si ha S = P -}- R : e quindi 

p R ( 6 -f- r sen y ) 

a — r sen y 

è P equazione che esprime Io stato prossimo al moto della 
macchina proposta. 

Corollario II. 0 Questa stessa equazione esprime lo stato 
prossimo al moto nel tornio e nel bozzello fisso , se P ed R 
sono parallale, ed r rappresenta il roggio dell’asse di rota- 
zione. Di fatti i tre momenti Pa , R4 , ( P -f- R )rsen y ap- 
partengono a tre coppie poste in piani perpendicolari all'as- 
se di rotazione pel tornio, ed in uno stesse piano pel bozzello. 

Scolio I ■” Gli attriti, di cui si è discorso sinora , so- 
no i più considerevoli. Oltre di essi ve ne ha pure un 
altro, il quale si sviluppa quando un solido ruzzola su di 
un altro, solido, p. es. quando un cilindro ruzzola su di 
un piano. Coulomb conchiuse dalle sue sperienze chq 
questa specie di attrito è anche proporzionale alla pres- 
sione ; ma quelle fatte in seguito dal Mariti fan muo- 
vere qualche dubbio contro siffatta legge. Del resto que- 
sto attrito è cosi piccolo , che non suole prendersi in coa- 
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siderazione nello stabilire le condizioni deli' equilibrio e 
dello slato prossimo al moto delle macchine. 

Scolio li. 0 Non è il solo attrito , che ostacola la po- 
tenza nella macchina , ma anche la ri g dezza delle funi 
che ne congiungono le diverse parti. Poniamo che una 
fune P/?.R ( fig. a 58. a (1) ) abbracci un cilindro od una 
puleggia girevole intorno ad un asse C . e si trovi tesa 
da entrambe le parti sotto T azione di una potenza P e 
di una resistenza R. Se la forza P è prevalente, la par- 
te tkR della fune , cui è applicata la resistenza R, si al- 
lontana alquanto dalla direzione della verticale , ed au- 
menta il braccio di leva di R , mentre l’altra parte mP 
Berba la direzione della forza. Risulta da ciò che la po- 
tenza P deve ricevere un piccolo aumento , onde nella 
macchina si abbia lo stato prossimo al moto. Il iodato 
Coulomb in seguito di una bella serie di sperienze potè 
stabilire che , denominando p questo aumento , il suo 
valore è dato dall’equazione 

* 

" f=5-’(« + 4R), 

nella qual’ equazione D è il diametro della fune , r il 
raggio della puleggia , m, a. 6 sono quantità i cui va- 
lori dipendono dalla qualità e dallo stato della fune. 

Corollario . Applicando questo principio all" equilibrio 
del bozzello fisso , si ha per lo stato prossimo al moto 
di questa macchina 

D« 

PssR-f» — ( a -f- £R ). 

f 
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Se doi trattasi del bozzello mobile , lo stato prossimo 
al moto ha luogo quando è soddisfatta 1’ equazione 

R D' 11 

supponendo che c sia la sottesa dell’ arco abbracciata 

dalla fune. 

CAPITOLO xin. 

TEOREMI RELATIVI AL TRAVAGLIO VIRTUALE DELLE FORZE 
IN EQUILIBRIO. 

Se una forza si moltiplica per lo spazio , che in un 
tempo infinitesimo percorre il suo punto di applicazione, 
si ha ciò che dicesi travaglio elementare della forza. H 
travaglio virtuale della forza stessa è il prodotto , che 
si ottiene , moltiplicando la sua intensità pel cam- 
mino infinitesimo del suo punto di applicazione proiet- 
tato sulla retta , secondo la quale essa agisce- 

Prop. I. a La forza P, che tiene in equilibrio il pun- 
to A, può sempre esser sostituita da un peso p senza che 
1' equilibrio si turbi- 

Nel punto A ( fig- a 54- a ) si fissi V estremità di una 
corda perfettamente flessibile ed inestensibile , la quale 
abbia la stessa direzione della forza P -, e facendola pas- 
sare per una puleggia fissa , se ne raccomandi 1’ altra 
estremità all’estremità M di una leva M/n girevole in- 
torno al fulcro f- Ora è evidente che se all’ altro estre- 
mo m della leva si applica un peso p , il cui valore sod- 
disfa all' equazione 
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P = 



pivi/- 

mf 



fi). 



ed in A si sopprime la forza P, il punto A continua ad 
essere in equilibrio. Ed in vero si suppongano per un 
momento applicate in m due forze verticali , eguali e 
contrarie p, p\ il cui valor numerico soddisfaccia alla (1). 
Poiché P e p' spingono a girare la leva in sensi oppo- 
sti e con momenti eguali, il loro effetto sarà nullo. Dun- 
que non resta che il solo peso p , che tiene in equili- 
brio il punto A. 

Scolio. Se il punto A per un minimo movimento pro- 
dotto da un impulso estrinseco si trasporla nella posizime 
infinitamente vicina <z, la leva M/n roterà di una pic- 
colissimo angolo intorno al fulcro /*, e prenderà la posi- 
zione infinitamente vicina alla precedente. Ciò non vieta 
di poter continuare a supporre il punto m collocato sulla 
stessa verticale zz' , poiché il suo allontanamento da que- 
sta retta è insensibile rispetto al suo spostamento verticale. 
Inoltre la posizione del fulcro f è tuttora arbitraria; onde 
si può disporlo per modo che , quando A si trasporta 
in a , il punto m percorra lungo la verticale lo spaziet- 
to mv- determinato dall’ equazione 




( 2 ), 



supponendo che Aq sia la proiezione di Aa sulla dire- 
zione della forza P. Or moltiplicando l’eqnazioni (1) e (2) 
fra loro , si ottiene 

p.mV- == P.A q (3). 



* 
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Dunque se una forza tiene un punto in equilibrio , 
a questa forza può sostituirsi un péso , che non solo 
produce lo stesso effetto , ma che ha il suo travaglio 
virtuale eguale a quello della forza proposta. 

* Prop. II. a Se le forze P, P', P“, dirette co- 

munque nello spazio ed applicate ai punti A, B, C, . . . 
comunque connessi fra loro , tengono questi punti in 
equilìbrio , è sempre possibile di sostituire alle date 
forze un egual numero di pesi p, p', p", . . . tali che 
producano lo stesso effetto , ed abbiano i loro trava- 
gli virtuali rispettivemei to eguali a quelli delle for- 
ze projos'e, quando il sistema dei punti A, B, C, . . . 
passa in una posizione infinitamente vicina compatibile 
eoi loro legami. 

In fatti per ottenere questo risultato basta applicare a 
ciascuno dei punti B, C, . . . lo stesso congegnamento , 
che si è applicato al punto A , e sottoporre i pesi p' , 
p u ì .... alle stesse condizioni del peso p. 

Scolio l. a Allorché i punti A, B, C, . . . si traspor- 
tano in a, , alcune delle estremità delle leve, 

a cui si sono applicati i pesi, salgono, ed altre discen- 
dono verticr Imente. Ora , senza alterare le condizioni 
enunciate nella prop. II.*, è sempre possibile di dispor- 
re le puleggie e le leve per modo, che in un solo pun- 
to m concorrano tutte queil'estremiti cariche di pesi che 
salgono, ed in un altro punto nJ concorrano tutte l’altra 
estremità cariche di pesi che discendono. Inoltre sicco- 
me le lunghezze delle leve restano tuttavia arbitrarie, è 
permesso di disporne in guisa che risulti 

* M f ~ M'/' * * * * 
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Dr/'.wy 

H y 



In questo modo I 1 estremità delle leve riunite in m sa- 
liranno lungo la verticale zz 1 senza mai distaccarsi, co- 
me pure T estremità delle leve riunite in ni scenderan- 
no tango la verticale xx rimanendo sempre congiunte ? 
e rimane a nostro arbitrio di lasciar liberi cotesti due 
sistemi di estremità di leve , ovvero di sottoporli a quei 
legami che più ci aggradono. 

' Scolio 11- 0 I punti 77i, tri siano riuniti all’ estremità di 
una leva mm\ la quale abbia il fulcro in F : supponen- 
do che la somma dei pesi applicali in m sia = n , e la 
somma de pesi applicati in ni sia = n', per 1 equlibrio 
della leva mni dovrà verificarsi la equazione 

n.Fjn — ii'-Fot* = 0. 

Ma dai triàngoli simili Fnrp, FttiV risulta 

Fot : Fot' = my. : my-\ 

* . . . t 

Laonde per l’ equilibrio di mni si avrà pure 
n. 77? f* — n’.m'vi = 0 (4). 

È poi evidente òhe 1’ equilibrio della leva e P equili- 
brio del sistema s'includono scambievolmente. 

Corollario I.° Poiché 1’ equazione (3) ha luogo fra 
ciascuna delle forze P r P*, f 0 , . ^ ed il peso corrispon- 
dente p, p\ p u , , ne viene per conseguenza che 

XP. Ay s=e n .tny. — V’.m'y.'. : 

Supponendo thè le forze P , P' , P® < » éiaùo in equi* 
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librio , anche dopo che il sistema lia ricevuto un piccolo 
vimenlo . sarà anche in equilibrio la leva irmi ; onde 
verificandosi la equazione (4) , sarà pure 

2.P.Ay = 0. (5) 

Dunque se le forze P, P', P", . . . . dirette comunque 
nello spazio ed applicate ai punti A, B, C, . ... ten- 
gono questi punti in equilibrio , e per un minimo impulso 
qualunque tali punti si trasportano nelle posizio- 
ni infinitamente vicine a, b, c, . . . compatibili co' lo- 
ro ligami , la somma depravagli virtuali delle forze 
proposte risulta eguale a zero. 

Corollario 11. 0 Reciprocamente se per un minimo im- 
pulso impresso al sistema risulta eguale a zero la 
somma algebrica de' travagli virtuali delle forze , il 
sistema è in equilibrio. In fatti quando si verifica la 
equazione (5) , si verifica anche la (4) ; e per conse- 
guenza essendo in equilibrio la leva min , lo sarà anche 
il sistema proposto. 

Corollario. 111. 0 Se X, Y , Z sono le componenti di P pa-- 
rallele a tre assi rettangolari 0X , 0Y, 0Z ; e Bar, %z 
le proiezioni della retta infinitesima Aa su gli assi me- 
desimi , sarà 

3.P.Aa cos (PAa) = 2 (XS# -f- YBy -f- Z Sa) 

e per conseguenza 

S.P.Ay = X ( XBx + YB y + ZBa ) , 

essendo Ay = Aacos (PAa). Dunque se il sistema è in 
equilibrio si avrà necessariamente 

- 2 (XB* + YBy + ZB* ) = 0 (6) , 



\ 
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e vicevèrsa , se questa equazione ha luògo , il sistema è 
in equilibrio. 

Scolio. I corollari 1.® e II.® sono Y espressione del prin- 
eipio del travaglio virtuale delle forze , detto ancora 
principio delle velocità virtuali. E al Galileo che si 
deve la scoperta di questo principio , comechè egli lo 
avesse denominato principio delle velocità verticali. Sem- 
bra però che Giovanni Bernoulli sia stato il primo a 
ravvisarne la generalità , e l’utile che può cavarsene nelle 
quistioni di Statica; sebbene sia dovuta veramente a La- 
grangia la lode di aver divisato il modo , col quale me 
diante questo principio si possono risolvere tutte le qui- 
stioni di Statica (*). 

Prop. IY. a Se un sistema di masse sollecitate dai pro- 
pri pesi è talmente disposto , che per un minimo movi- 
mento , che esso riceve , il suo centro di gravità non si 
alza nè si abbassa , questo sistema è in equilibrio. 

Se w, m , .... sono le masse che compongono il 

proposto sistema; a, a' , a 11 , . . . . le distanze dei loro 
centri di gravità A, B, C, .... da un piano orizzontale 
XOY ; £ la distanza del centro di gravità G di tutto il 
sistema dallo stesso piano , sarà 




Supponiamo adesso che in seguito di un minimo mo- 
vimento comunicato al sistema i punti A, B, C, . . . , & 
passino in a, b, c, . . . , g, eie quantità a, a', a", . . . , 



(*) Y. Mécanique Ànalitique , Sèction. I. 

il 
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£ diventino % -+* &s, *' + $* » *" + S* H , • • • • £ + H '• 
siccome si ha in jal caso 




$ + $$ = 



2>»s 

~%7 



+ 



"2^"’ 



cosi in seguito della (7) risulta 



„ Xth$z 
*m 

Se per questo minimo movimento del sistema il suo 
centro di gravità non si è nè elevato nè abbassato, con- 
viene che sia e=s 0 , e per conseguenza = 0. 

Ma pel travaglio virtuale del sistema proposto , rappre- 
sentando con G la gravità, si ha G^Sm&s. Dunque la con- 
dizione 0 importa che la somma dei travagli virtuali 
delle forze , che animano il sistema proposto, sia nulla, 
e per conseguenza che il sistema stesso sia in equilibrio. 
Questo teorema è dovuto a Torricelli. 

Corollario 1° Viceversa se il proposto sistema di mas- 
se è in equilibrio, per un qualunque minimo spostamen- 
to, che possa ricevere , il suo centro di gravità non si 
abbassa nè s’ innalza. 

Corollario IL 0 Sia rfF ( flg. a 34. a ) una curva com- 
presa in un piano verticale , e costretta a passare per 
le due posizioni consecutive f , F del centro di gravità 
dei sistema; OG la intersezione di questo piano con XOY; 
fg , FG le distanze da questa retta , -che si sono rap- 
presentate per £, i *+" K : è evidente che qualunque eia 
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a specie della curva r/'F, condotta in f la tangente fN, 

e per lo stesso punto f la fn parallela ad OG , sarà - F - 

fn 

la tangente trigonometrica dell’ angolo , che fN forma 
con OG. Ma per ipotesi = F/j = 0; onde /*N risulta 
parallela ad OG, e per conseguenza ^ è una massima od 
una minima ordinata. Dunque se un sistema di masse 
sollecitate dai propri pesi è in equilibrio , il comune 
centro di gravità avrà la massima o minima altezza 
sull'orizzonte . 

Prop. V. a Le forze P, P*, P", . . . dirette comunque 
nello spazio ad applicate ai punti A, B, C, . . . sia- 
no in equilibrio: dico che se sulle direzioni di queste 
forze si prendono le lunghezze AA', BB', CC', ... ta- 
li, che rappresentate per p, p', p", , . . abbiasi 

P_ _ i_ _ £ = 

• , ì P P' pi • K, _ 



e le forze per un minimo spostamento del sistema con- 
tinuano a passare pei punti A\ B', C', . . . , il valo- 
re della quanità Sp* è un minimo. 

Immaginiamo che per un piccolo movimento impresso 
al sistema i punti A, B, C, . . . passino in a , b , c, . . 
sarà aA 1 ciò che diventa AA 1 in seguito di questo spo« 
stamento. Posto ciò , il triangolo AaA 1 porge 

*. ’ • . I . r * 

13,1 = P* + r* — 2p. Aq , 

* n « * 

; j * .* • * : . ‘i ‘ . ..*• t r a \ * 

supponendo per brevità Atf s= r , A 1 a = a ; onde sarà 

* 
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Ju's Xp ’ + 5r* — 2Xp.Aq. 

Ma tp.Aq t= k'ZV.Aq = 0 » - poiché il sistema si sup- 
pone in equilibrio. Dunque risulta 

Xa* s= -j- -Sr* , 

la quale equazione dimostra vero il proposto teorema. 

Scolio J.° Se il sistema non è in equilibrio la quan- 
tità Aq non svanisce ; onde Xr 1 — 2Xp.Aq , ovvera- 
mente -Sr* ■ — 2tóPAy in generale può risultare < 0- Il 
Gauss però ha notato che siccome k è una quantità arbi- 
traria , così è sempre possibile di determinarne il valore 
per modo che abbiasi 



A< 22P .Aq' ^ 

Quindi il proposto teorema è vero non solo per P equi- 
librio del sistema, ma anche quando il sistema è in mo- 
vimento , purché però in questo caso k soddisfaccia al- 
la condizione (8). 

Scolio. Qualunque minimo spostamento di un solido 
può ottenersi facendo muovere ttilti i suoi punti paral- 
lelamente ad una retta OO f menata pel suo centro di gra- 
vità in una direzione conveniente ; e poscia rendendo 
immobile il centro di gravità, e facendo rotare il solido 
stesso intorno a cotesta retta. Il piano di cotesti movi- 
menti può esser sostituito da tre altri movimenti succes- 
sivi o simultanei paralleli a tre assi rettangolari OY , 
OY, OZ. Nella stessa guisa la rotazione del sistema può 
esser sostituita da tre altre rotazioni successive o simul- 
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tanee intorno agli stessi assi. Dunque ogni minimo spo- 
stamento di un sistema rigido può esser sostituito da tre 
piccoli movimenti progressivi e da tre piccoli movimenti 
rotatori, l’uno indipendente dall’altro. 

Prop. VI. a Trovare l' equazioni , che esprimono l'equi- 
librio di un solido libero , merce il principio del trovar 
glio virtuale . 

Supponiamo il solido riferito a tre assi rettangolari 
OX, OY, OZ ; A il punto di applicazione della forza P; 
X , Y , Z le componenti di questa forza parallele ai tre 
assi ; x , y , z le coordinate di A. Se si fa subire al 
solido un movimento infinitamente piccolo parallelo ad OX, 
tutti i suoi punti riceveranno lo stesso spostamento ; ed 
il travaglio virtuale delle forze del sistema si riduce al- 
la somma algebrica delle componenti parallele ad OX mol- 
tiplicata per questo spostamento infinitesimo , cioè sarà 
Sar.XX. Eguagliando a zero questa espressione , e sop- 
primendo il fattore %x , verrà 2X «0. In egual modo 
troveremo XY = 0 , ^Z = 0, secondo che supporremo 
che il solido abbia uno spostamento infinitesimo parallelo 
all'uno o all’altro degli altri due assi. Siccome questi 
spostamenti infinitesimi paralleli ai tre assi sono indipen- 
denti l’uno dall’altro , così possono aver luogo tanto suc- 
cessivamente , quanto simultaneamente, senza che cessi- 
no di esser vere le tre trovale equazioni 

2X = 0, 2Y = 0, 2Z = 0. 

Dunque se si suppone che tutti e tre queste minime 
traslazioni avvengono nel sistema , le trovate equazio- 
ni assicurano l ’ equilibrio di traslazione del siste- 
ma stesso. Per ciò che riguarda poi 1’ equilibrio di ro- 
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iasione si vuol notare che se al sistema si fa subire un 
minimo movimento di rotazione intorno all 1 asse OZ , ogni 
suo punto descriverà un minimo arco di cerchio paral- 
lelo al piano XOY , e che ha per raggio la sua distan- 
za da OZ. Siccome dunque il sistema non si è spo- 
stato parallelamente a questo asse , si ha Sa = 0 per 
ciascun suo punto. Inoltre sia ( fig. a 58 (2) ) ka l 1 ar- 
chetto circolare descritto dal punto A ; nm la sua 
proiezione nel piano XOY ; mp , nq le perpendicola- 
ri condotte da »j, n sull 1 asse OX-, nr la perpendico- 
lare condotta da n su di mp-\ 0 m , 0» le congiun- 
genti di 0 con wj , n: è evidente che nm = ka, rn = 
Sa?, mr — — Sy, poiché crescendo A<z, e quindi mn , di- 
minuisce y ; e dai triangoli simili «wjr, 0 mp si ottengo- 
no le relazioni 



Sa? = 



°y 



mn-x 
0 rn 



Ma essendo invariabile il sistema , pel minimo movi- 
mento di rotazione , che gli si e comunicato , i suoi 
punti posti alla stessa distanza da OZ descrivono archi 
circolari eguali, e quelli posti a diverse distanze da OZ 

nm . 

descrivono archi simili. Dunque il rapporto ^ è una 

quantità costante per tutti i punti del sistema. Posto ciò , 
j 1 equazione (6) si traduce in 2 (Xy — Yj?) = 0. Nello 
stesso modo imprimendo al sistema una minima rotazio- 
ne intorno ad OY , troveremo 2 (Za; — Xa) = 0 ; come 
pure imprimendogli una minima rotazione intorno ad OX 
si otterrà 2 (Xs — Zy)= 0- Se dunque tutte e Ire le rotazioni 
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avvengono , il che corrisponde ad una rotazione intorno ad 
una retta qualunque, si avrà per /’ equilibrio di rotazione 

2 (Xy— Y*)= 0. 2 (Z x—lz) = 0, 2 (Ya— Z y) = 0. 

CAPITOLO XIV. 

* ' \ 
il • - • * 

ATTRAZIONE DE 5 SOLIDI. 

Un punto materiale sia sottoposto, alle attrazioni di tut- 
te le molecole di un solido di figura qualunque : scom- 
ponendo ciascuna di queste attrazioni in tre altre paral- 
lele a tre assi rettangolari, la somma algebrica delle com- 
ponenti parallele a ciascun asse sarà la componente del- 
l’ attrazione dell'intero solido parallela all’ asse medesi- 
mo. Risulta da ciò che il problema , il quale ha per ogget- 
to di determinare l’ attrazione di un solido qualunque 
su di un punto materiale , appartiene alla Statica. Noi 
ci estenderemo nella soluzione di questo problema im- 
portantissimo fin dove lo consentiscono le forze della Geo- 
metria Elementare ; ed assumeremo come principio che 
ogni molecola di un solido qualunque attrae un punto 
posto a distanza finita con forza eguale alla sua mas- 
sa divisa pel quadrato della sua distanza da questo x 
punto . 

Prop. I. a Sia OHK (flg. a 55. a ) una piramide infinita- 
mente sottile : se col centro 0 e coi raggi OH , Om 
presi ad arbitrio si descrivono due superficie sferiche, 
le aree HK, mn, che su queste sfere intercetta la pi- 
ramide proposta , eserciteranno attrazioni eguali sul 
punto 0, se IIK, mn hanno la stessa densità. 

Se A è cotesta densità, le masse diìIK, mn sono A.IIK, 
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v .tnn. Rappresentino F, F' le attrazioni di HK, ma sul 
punto 0 : sarà 

A.HK p , A.mn 

OH» ’ 0 m' ‘ 

Ma essendo simili le piramidi OHK, Orna si ha 
HK : mn : : OH* : O/m* 
onde risulta F = F’. 

Corollario . Il solido HILK pub considerarsi come la som- 
ma di tutti gli elementi delle superficie sferiche comprese 
fra HK ed IL , ed intercetti dalla piramide OHK. Ma il 
numero di questi elementi è evidentemente IH. Dunque 
l’ attrazione F del solido infinitamente sottile HL sui pun- 
to 0 sarà 

a.ot/i.IK 

p — . 

Om* 

Di fatti l’ attrazione di ciascuno di cotesti elementi è 
quanto 1’ attrazione F 1 . 

Prop. II. a Sia efla proiezione di mn su di un pia- 
no condotto a piacimento per 0 : dico che la oompo- 
nente X dell' attrazione F parallela ad una retta OX 
perpendicolare a siffatto piano sarà 

Poiché la piramide HOK si suppone infinitamente sot- 
tile , pub supporsi che OH rappresenti senza errore sen- 
sibile la direzione di F. Sia OR la intensità di questa 
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forza ; condotta da R la RX perpendicolare ad OX, sarà 
OX la componente di P secondo OX, che rappresentere- 
mo per X, e quindi 

X = F cosROX. 



Ma I’ angolo ROX eguaglia 1’ angolo che mn fa con la 

« 

sua proiezioce /è, ed il coseno di questo angolo è 
Dunque sarà 




mn 



Sostituendo in questa equazione il valore di F, si avrà 
la proposta equazione (1). 

* Scolio. La sfera di raggio Om si denomina sfera 
ausiliario , ed il prisma, il cui volume è fe . HI, si deno- 
miua prisma equipotenziale del solido HL rispetto ad OX. 

Prop. III. a L attrazione , che un solilo S di densi - 
tà costante esercita sul punto 0 parallelamente ai un 
dato asse OX, eguaglia la massa del suo solido equi- 
potenziale rispetto a questo asse divìsa pel quadrato 
del raggio della sfera ausiliario . 

Sia QIK il solido proposto S ; la sua uniforme densi- 
tà sia A : UWV la sfera ausiliaria descritta col raggio 
arbitrario OW e col centro 0 ; HOR una piramide infl- 
niiamente sottile; rs il volume del prisma equipotenziale 
dell’elemento piramidale HILK di S rispetto ad OX : sarà 

A-rr 

Om* 
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la componente dell’ attrazione di H1LK secondo OX. Co- 
struendo i prismi equipotenziali degli altri elementi pi- 
ramidali di S , e dividendo le masse di tali prismi per- 
0;«*, si avranno le corrispondenti attrazioni secondo OX. 
La somma algebrica di tutte queste componenti sarà la 
somma di tutte le masse de' prismi equipotenziali sud- 
detti , divisa per O/n 1 , ovvero la massa dell’ intero so- 
lido equipotenziale di QIK divisa per 0 m 1 , come dove- 
vasi dimostrare. 

Scolio. Quando il punto 0 è posto fuori del solido S 
la somma S.a.w esprime la intera massa del solido 
equipotenziale ma per contrario se 0 è collocato dentro 
il solido S , la somma suddetta esprime la massa del 
solido equipotenziale posta da uua parte di UV , ov- 
vero del piano condotto per 0 perpendicolarmente ad OX , 
diminuita dalla massa posta dall’ altra parte dello stesso 
piano. Se dunque UV divide il solido equipotenziale di S 
in due parti di eguali volumi, 1’ attrazione, che S eser- 
cita parallelamente ad OX sul punto 0, è nulla. 

Prop. lY. a V attrazione, che una massa di costante 
densità compresa fra due ellissoidi simili esercita su 
di un punto posto comunque dentro V ellissoide più pic- 
cola , è nulla. 

Siano aa'c'c, b'bdcP ( fìg, a 56. a ) le due ellissoidi si- 
mili , fra le quali è compresa la massa di uniforme den- 
sità , che attrae il punto 0 collocato dentro 1’ ellissoide 
minore b'bdd' ; UWY la sfera ausiliaria ; UV un piano 
condotto a piacimento per 0 ; 0 aa! ; Oce' due piramidi 
infinitamente sottili a spigoli opposti , e che per conse- 
guenza intercettano sulla sfera eguali elementi superfi- 
ciali : rappresentando con k le proiezioni di tali elemen- 
ti di superficie sferica nel piano UV , i volumi dei pris- 
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mi equipotenziali ili boati, dcc’d' saranno rispettivamen- 
te k.ab , k.dc. Essendo simili le due proposte ellissoidi 
si ha ab = de. Dunque i volumi di cotesti due prismi 
sono eguali; e siccome si trovano in parti opposte rispet- 
to ad UY , cosi le loro attrazioni sul punto 0 si elidono, 
poiché eguali e contrarie. Lo stesso ragionamento vale 
per qualunque altra coppia di elementi piramidali opposti 
del solido proposto. Dunque l’attrazione che l’intero solido 
esercita sul punto 0 perpendicolarmente al piano UY ossia 
parallelamente ad OX è nulla. Or questo risultato è indi- 
pendente dalla posizione dell’asse OX nello spazio. Dunque 
avrà luogo ancora per tre assi rettangolari condotti per 
0 , il che dimostra che 1’ attrazione assoluta del solido 
su questo punto è nulla. 

Corollario l.° La proposizione precedente è vera, qua- 
lunque siano le lunghezze degli assi delle due ellissoidi, 
ove però queste siano simili. Ma due sfere concentriche 
son due ellissoidi simili ad assi eguali , e due cilindri 
indefiniti , retti , a basi simili e ad asse comune son 
due ellissoidi simili che hanno i vertici di una sezione 
principale a distanza infinita. Dunque se un punto tro- 
vasi nella cavità di una crosta terminata da due sfe- 
re concentriche , o da due cilindri indefiniti simili , 
non soffre attrazione alcuna. 

Corollario 1I.° Se un solido si compone di strati 
omogenei compresi fra ellissoidi simili, un punto po- 
sto dentro Vultimo di essi non soffrirà veruna attrazione , 
comunque la densità di questo solido varia da uno stra- 
to all ’ altro. Di fatti I’ attrazione di ciascuno strato sa- 
rà nulla , e per conseguenza anche nulla la risultante 
di cotesto attrazioni. 

Prop. Y. a Una massa di uniforme densità termina- 
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fa da una superficie sferica esercita su di un pun- 
to posto fuori di essa quella medesima attrazione , che 
eserciterebbe se fosse riunita tutta nel centro della 
sfera. 

Sia in W ( flg. a 57. 8 ) il centro del solido sferico 
proposto Abb'a' : la simmetria di questo solido intorno 
alla congiungente dei punti 0 , W rende evidente che 
la sua attrazione sul punto 0 si esercita secondo WO. 
Col centro 0 e col raggio OW si descriva la sfera au- 
siliaria MWV, e siano Abb’ a\ UWV le intersezioni del- 
le due sfere con un piano condotto a piacimento per OW. 
Dello stesso punto 0 , ed in questo piano si tirino le 
due seganti infinitamente vicine Qb , 0<5' ; e dai loro 
punti d incontro m , n col semicerchio UWV si menine 
le mf , nf‘ perpendicolari ad UV. Ponendo mente alle 
cose dette qui innanzi risulta che nh.ff = all’area equi- 
potenziale dell’ elemento superficiale abb'a 1 rispetto ad 
OX. Ora se dal punto W si mena la W * perpendicolare 
ad 0£, i triangoli rettangoli OtW, mfO risultano egua- 
li ; e per conseguenza risultando eguali i cateti W i , 

0 f , le corde ab , ee' risultano altresì eguali fra loro. 
Dunque sarà ab.ff’ = ee' .ff , cioè l’arca equipotenziale 
dell’ elemento superficiale abb'a ’ è ee'c'c. Risulta da ciò 
che P area equipotenziale del semicerchio generatore del- 
la sfera proposta rispetto ad OX è la sua area medesi- 
ma ; e per conseguenza il solido sferico proposto sarà 
esso stesso il suo solido equipotenziale rispetto ad OX. * 
Laonde la sua massa divisa pel quadrato di OW rap- 
presenterà 1’ attrazione che esso esercita sul punto 0 , 
vale a dire che la massa della sfera proposta agisce sul 
punto 0 come se tutta fosse riunita in W. 

Corollario J.° Lo stesso ragionamento ci mena a con- 



ft 
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chiudere che l’attrazione, che un solido di uniforme den- 
sità, compreso fra due sfere concentriche, esercita su di un 
punto esterno 0 , eguaglia la massa dello stesso divisa 
pel quadrato di OW, ed equivale all 1 attrazione che sof- 
frirebbe 0, se tutta cotesla massa fosse raccolta nel cen- 
tro W delle due sfere. 

Corollario IL 0 Se si denomina r il raggio della sfe- 



ra 



A abb 1 , il suo volarne è = 



Wr s 

T" 



e la sua massa = 






~~3 



Dunque 1' attrazione , che questo solido eser 



cita sul punto 0, è data dalla equazione 



4flrAr* 

ImF 



Allorché il punto 0 si suppone sulla superficie della 
sfera , si ha OW c= r , e quindi 




Dunque un punto posto sulla superficie di un solido 
sferico , è attratto da questo solido in ragione diret- 
ta del suo raggio. 

Corollario 111.° Dunque un punto posto sulle super- 
ficie di due solidi sferici della stessa densità è at- 
tratto da questi solidi in ragione diretta dei loro 
raggi. 

Prop. IV. a V attrazione che soffre un punto, il qua- 
le dalla superficie di una sfera piena ed omogenea si 
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va avvicinando al centro , decresce direttamente come 
la sua distanza dallo stesso centro. 

Supponiamo che il punto attratto dal solido sferico 
Abb'a 1 sia penetrato nel suo interno , e pervenuto in A'. 
Se col centro W e col raggio WA' si descrive una se- 
conda sfera rA'r 1 , il solido proposto si dividerà nel so- 
lido terminato dalla sfera interna rA'r e nella crosta com- 
presa fra la due sfere concentriche. L’attrazione di que- 
sta crosta sul punto A' è nulla , essendo A' collocato sul- 
la sua superficie interna. Dunque non resta che la sola 
attrazione del solido terminato dalla sfera rA'r, le qua- 
le attrazione è proporzionale a WA'. 

Prop. V. a V attrazione di un solido prismatico in- 
finitamente sottile e di lunghezza infinita su di un punto 
posto fuori di esso è inversamente proporzionale alla 
sua distanza da questo punto. 

Sia ( fig. a 55. a ) cc' il prisma proposto ; 0 il punto da 
da esso attratto ; Oz la perpendicolare condotta da 0 su 
cc\ UWV un semicerchio descritto col centro 0 è con un 
raggio arbitrario OW nel piano che passa per 0 e per cc'. 
L’ elemento infinitesimo ab del prisma cc esercita sul 

punto 0 P attrazione , supponendo che e sia l’area 

della base infinitesima del prisma , e A la sua densità; 
onde la componente secondo OX sarà 

A.*.ai.cos^0* 

Ób* 

col raggio Oà si descriva 1’ archetto 
evidente che sarà ba ab cos £0*, e 



Col centro 0 e 
circolare ba' ; è 
quindi 
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ab. cos bOi ba> nm mn.cosbOi fe 

0£* Oà* Oó.On On.O^cos^Oz On.Oz. 

Sostituendo questo valore nella precedente espressione 
si ha 

**-fe 

On.Oi 

per l’attrazione, che l’ elemento ab esercita sul punto 0 
parallelamente ad OX. Quindi I’ attrazione , che paralle- 
lamente a questo medesimo asse esercita la porzione ib 
dello stesso prisma sarà 

A.s.Oa A.t.ib 
T 0/.0/I = ÒOM 

poiché i triangoli simili One, Obi porgono la proporzione 
Oe : On =s ib : 0£. 

Se il punto b si suppone a distanza infinita dal pun- 
to * , si ha ib à 0^ = oo , e 1’ espressione suddetta 
si riduce a 

% 

: . A.f 

Oi 

Lo stesso valore si ha per 1' attrazione , che parallela- 
mente ad OX esercita sul punto 0 1’ altra parte del pris- 
ma posta sinistra del punto a. Dunque l'attrazione , che 
tutto il prisma infinitamente sottile ed infinitamente lun- 
go cc 1 esercita sul punto 0 parallelamente ad OY sì ri- 
duce a c.r.z . . , , 
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vale a dire che eotesfa attrazione è proporzionale di- 
rettamente alla sezione del prisma , ed in ragione in- 
versa della distanza del punto dal prisma stesso. 

Corollario. Dunque per ottenere l’ attrazione, che un 
cilindro a base circolare e di lunghezza infinita esercita 
su di un pnnto 0 posto fuori di esso, basta calcolare l’attra- 
zione che sullo stesso punto 0 eserciterebbe 1’ area del- 
la sezione circolare fatta con un piano condotto da 0 
perpendicolarmente sull’ asse del cilindro , supponendo 
questa forza inversamente proporzionale alla distanza . 
Di fatti cotesto cilindro si può supporre come una somma 
di prismi infinitamente sottili ed infinitamente lunghi. 

Prop. YI. a Trovare V attrazione che un anello cir- 
colare esercita su di un punto esterno posto nello stes- 
so suo piano , supponendo questa forza inversamen- 
te proporzionale alla distanza. 

L’attrazione, che gli elementi coniugati aa\bb’ (fig.*57. a ) 
compresi fra le cordé infinitamente vicina 03, 03' eserci- 
tano sul punto 0 è 




rappresentando h la spessezza infinitesima dell’anello. 
Ora si ha 

aaf 33' ab'-\-ab' 

== 03 ~ 20» * 

onde 1’ espressione precedente diviene 

è 

i 
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Moltiplicando questa quantità per cos i’OW ovvero per 

si ha la componente di siffatta attrazione parallela ad OX; 
onde denominandola f, avremo 

fr m^' + 6i V 

Risulta da ciò che la componente dell'attrazione di tut- 
to T anello paralla ad OX sarà 



4aW<R 

ow ’ 

supponendo che R sia il raggio dell’ anello proposto. 

Corollario ■ Immaginiamo 1’ area della sezione circolare 
del cilindro divisa in n anelli concentrici infinitamente sot- 
tile e di una stessa spessezza 4 : è chiaro che i raggi 
di cotesti anelli saranno 4, 24, . . . , nh ; e denominan- 
do F la risultante delle attrazioni che essi esercitano sul 
punto 0 parallelamente ad OX , sarà 

p 4 A*'/’* 1 JJ(n-f-l) _ 2 A'jtR* ✓ 

= OW 2 OW l l + 

Ma per ipotesi 4 èj quantità infinitamente piccola. Dun- 
que sarà n = <x , ed 
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cioè /’ attrazione , che un cilindro pieno 


a base circola - 


re, ed infinitamente lungo esercita su di un punto ester- 
no eguaglia il doppio dell' area della sua base diviso 
per la distanza del punto attratto del sua asse (*). 


' (*) Y. Moc. Cel. tom. I, pag. 1G7. 
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Vista la domanda del tipografo Ambrogio Maria 
Scarpati , con la quale ha chiesto di porre a stampa 
l’opera del professore D. Remigio del Grosso, intito- 
lata — Meccanica ripartita in Statica , Dinamica Idro- 
statica Idrodinamica. 

Visto il parere del Regio Revisore signor D. Do- 
menico Presutti. 

Si permette chela suindicata opera si stampi, pe- 
rò non si pubblichi senza un secondo permesso che 



non si darà , se prima lo stesso Regio Revisore non 



avrà attestato di aver riconosciuto nel confronto esser 
l’ impressione uniforme all’originale appiovaio. 
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